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�!W�K (18©. zK3©,�6K)

1 .�V´î¼�m, α,β ∈ V ,e|(α,β )| < |α||β |,Kα,β (ÀW/�5Ã'0/�5�

'0). �5Ã'

2 .�IOSÈ�mR4�f�mU = 〈(1,1,1,1),(1,2,2,1)〉,K ´U���IO��Ä.
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,− 1√
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);½(0,

√
2

2 ,
√

2
2 ,0),

√
2

2 ,0,0,
√

2
2 )

3 . �A´3��"¢é¡Ý
, �÷vdetA = trA = 0, KA3¢ê�þ�5�/´ .

diag(1,−1,0)

4 .�¢�g. f (x1,x2,x3)= 2x2
1+2x2

2+2x2
3−2x1x2−2x1x3−2x2x3,K f��.5�ê´ .

2

5 . 6�¢é¡Ý
�NUÜÓ©a,�±©¤ a. 28

6 .�n�¢é¡Ý
A =

(
B C

CT D

)
,Ù¥B´r ��
. A�A���λ1,λ2, · · · ,λn, B�A�

��µ1,µ2, · · · ,µr,Kmin{λ1,λ2, · · · ,λn} min{µ1,µ2, · · · ,µr}(ÀW/≤0/≥0). ≤

1
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�!üÀK (18©. zK3©,�6K)

1 .�R2´2�î¼�m,é?¿ü��þX = (a,b), Y = (c,d),½ÂSÈ�(X ,Y ) = ac+ 2bd,

K . D

(A) (1,1)Ú(1,−1)�� (B) (1,0)Ú(0,1)Ñ´ü �þ

(C) (0,1)Ú(1,1)�Y�´45◦ (D) (1,0), (0,
√

2
2 )´V���IO��Ä

2 .�UÚWÑ´î¼�mV�f�m, α ∈V ,K . A

(A) α⊥(U +W )�¿�^�´α⊥U�α⊥W (B) α⊥(U +W )�¿�^�´α⊥U½α⊥W

(C) α⊥(U ∩W )�¿�^�´α⊥U�α⊥W (D) α⊥(U ∩W )�¿�^�´α⊥U½α⊥W

3 .�ϕ�k��î¼�mV��5C�,�U´ϕ−f�m,Ke�·K�(�k �. D

a. eϕ�é¡C�,KU⊥´ϕ−f�m; b. eϕ���C�,KU⊥´ϕ−f�m;

c. eϕ�é¡C�,Kϕ|U´U�é¡C�; d. eϕ���C�,Kϕ|U´U���C�.

(A) 1; (B) 2; (C) 3; (D) 4.

4 . ���¢�g.x2
1 +6x2

2 + x2
3−4x1x2 +2x2x3�IO/. D

(A) y2
1− y2

2; (B) y2
1 +4y2

2; (C) y2
1 +6y2

2−2y2
3; (D) y2

1 +5y2
2 + y2

3.

5 .�A, B´�½Ý
,K ´�Ø�. D

(A) A+2B´�½Ý
 (B) AB−1A´�½Ý


(C)

(
A O

O B

)
´�½Ý
 (D)

(
O A

B O

)
´�½Ý


6 .e�Ý
¥, �

(
1

−3

)
3¢ê�þÜÓ. B

(A)

(
−1 2

0 3

)
(B)

(
3 1

1 0

)
(C)

(
2 1

1 1

)
(D)

(
−1 1

1 −1

)
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n!(12©)�A´3�¢é¡Ý
, 1´A�2­A��,�A(1,1,1)T = 0,¦A.

) ({�) dA(1,1,1)T = 0��, 0�A�A��, 1�A�2­A��. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

�(a,b,c)T´A�áuA��1�A��þ,KÙ�(1,1,1)T ��,=÷va+b+ c = 0. ÙÄ:)

X�(−1,1,0)T, (−1,0,1)T. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

Pα1 = (1,1,1)T, α2 = (−1,1,0)T, α3 = (−1,0,1)T.

òα2, α3Schmidt��z��:

η2 = α2, η3 = α3−
(α3,η2)

(η2,η2)
η2 =

(
−1

2
,−1

2
,1
)T

.

2ü z��:

γ1 =

(√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3

)T

, γ2 =

(
−
√

2
2

,

√
2

2
,0

)T

, γ3 =

(
−
√

6
6

,−
√

6
6

,

√
6

3

)T

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

-Q = (γ1,γ2,γ3)
T, Σ =


0 0 0

0 1 0

0 0 1

. K QTAQ = Σ,Ïd,

A = QΣQT =


2
3 −1

3 −1
3

−1
3

2
3 −1

3

−1
3 −1

3
2
3

 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

({�) dK��, A�A���λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

dA¢é¡��3��Ý
Q=(α1,α2,α3)¦�Q−1AQ=QTAQ=


0 0 0

0 1 0

0 0 1

,Ù¥α1,α2,α3©

O´A��0,1,1�ü ��A��þ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

Ïd��:

A = Q


0 0 0

0 1 0

0 0 1

QT = (α1,α2,α3)


0 0 0

0 1 0

0 0 1




αT
1

αT
2

αT
3

= α2α
T
2 +α3α

T
3 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

qQQT = E,�α1αT
1 +α2αT

2 +α3αT
3 = E. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)
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ò(1,1,1)Tü z��α1 =
(√

3
3 ,
√

3
3 ,
√

3
3

)T
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1©)

Ïd

A = E−α1α
T
1 =


2
3 −1

3 −1
3

−1
3

2
3 −1

3

−1
3 −1

3
2
3

 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1©)

o!(10©)� f (x1,x2, · · · ,xn)´Eê�þn��g.. y² f���2r�¿�^�´�3�_�5O

�X =CY ,¦� f = y1y2 + y3y4 + · · ·+ y2r−1y2r.

y² ({�)7�5 e f��2r,K�3�_�5O�X = BZ,¦� f = z2
1 + z2

2 + · · ·+ z2
2r. . . (2©)

-T =

(
1
2

1
2

i
2 − i

2

)
,KT�_.��_�5O�Z = diag(T,T, · · · ,T,En−2r)Y ,=X =Bdiag(T,T, · · · ,

T,En−2r)Y ,K f = y1y2 + y3y4 + · · ·+ y2r−1y2r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

¿©5 -U =

(
1 1

1 −1

)
, KU�_. ��_�5O�Y = diag(U,U, · · · ,U,En−2r)S, K f =

s2
1− s2

2 + s2
3− s2

4 + · · ·+ s2
2r−1− s2

2r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

-V =

(
1

i

)
, KV�_. ��_�5O�S = diag(V,V, · · · ,V,En−2r)Z, =X = Bdiag(UV,UV ,

· · · ,UV,En−2r)Z,K f = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + · · ·+ z2
2r−1 + z2

2r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

({�) ��y²E�g.y1y2 + y3y4 + · · ·+ y2r−1y2r���2r=�. ¯¢þ, Ï�y1y2 + y3y4 +

· · ·+ y2r−1y2r�Ý
�

A =


S

. . .

S

On−2r

,Ù¥S =

(
0 1

2
1
2 0

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

Ï�Ak��2r�fª

∣∣∣∣∣∣∣∣
S

. . .

S

∣∣∣∣∣∣∣∣= (−1)r 1
4r 6= 0,�¤kr+1�fª��0,�y1y2 + y3y4 + · · ·+

y2r−1y2r���2r. ·K�y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

({n) ��y²E�g.y1y2 + y3y4 + · · ·+ y2r−1y2r���2r=�. ¯¢þ, Ï�y1y2 + y3y4 +

· · ·+ y2r−1y2r�Ý
�
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A =


S

. . .

S

On−2r

,Ù¥S =

(
0 1

2
1
2 0

)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

éS�XeÜÓÐ�C�:òS�12�\�11�,2ò121\�111;,�ò11�¦−1
2\�

12�,2ò111¦−1
2\�121;��ò12�¦2i,2ò121¦2i,�

S=

(
0 1

2
1
2 0

)
→

(
1
2

1
2

1
2 0

)
→

(
1 1

2
1
2 0

)
→

(
1 0
1
2 −1

4

)
→

(
1 0

0 −1
4

)
→

(
1 0

0 − i
2

)
→

(
1 0

0 1

)

�SÜÓuE2. l
AÜÓudiag(E2r,On−2r),l
y1y2 + y3y4 + · · ·+ y2r−1y2r���2r . . . . . (5©)

Ê!(10©) �ϕ�4�î¼�mVþ����5C�. y²: eϕÃ¢A��, K�3V�ýf�

mUÚW ,¦�

V =U⊕W,

Ù¥U , WÑ´ϕ−f�m,�W =U⊥.

y² ({�) d®�, ϕ�4�î¼�mVþ����5C��Ã¢A��,Ïdϕ�A��Ñ´E

��¤éÑy,¿�3V�IO��Äξ1,ξ2,ξ3,ξ4,¦�ϕ3TÄe�Ý
´
cosα −sinα

sinα cosα

cosβ −sinβ

sinβ cosβ

 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

-U = 〈ξ1,ξ2〉,W = 〈ξ3,ξ4〉,KV =U⊕W , U , WÑ´ϕ−f�m,�W =U⊥. . . . . . . . . . . . . . . (4©)

({�) �η1,η2,η3,η4´V�IO��Ä,���5C�ϕ3TÄe�Ý
´A,KA´��Ý
.

(2©)

d®�, ϕÃ¢A��,ÏdA�A��Ñ´E��¤éÑy,¿�3��Ý
Q,¦�

Q−1AQ = QTAQ = D =


cosα −sinα

sinα cosα

cosβ −sinβ

sinβ cosβ

 .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

-(ξ1,ξ2,ξ3,ξ4) = (η1,η2,η3,η4)Q, Kξ1,ξ2,ξ3,ξ4´V���IO��Ä, �ϕ3TÄe�Ý


´D. -U = 〈ξ1,ξ2〉,W = 〈ξ3,ξ4〉,KV =U⊕W , U , WÑ´ϕ−f�m,�W =U⊥. . . . . . . . . (4©)

8!(12©)�A´¢�_Ý
,y²:

(1)�3�½Ý
SÚ��Ý
Q,¦�A = SQ;

(2) A�L«�(Ø�L)n�¢é¡Ý
�¦È.

y² (1) ({�) (
ww!c��!o��!
WU!�íª!ë�,!o$º!Çðï!�

��!
L�) Ï�A¢�_,¤±AAT�½,�3��Ý
P,¦�AAT = PTdiag(λ1,λ2, · · · ,λn)P,

�λi > 0, i = 1,2, · · · ,n. -S = PTdiag(
√

λ1,
√

λ2, · · · ,
√

λn)P, Q = S(AT)−1,�±äóS,Q�¤¦. ¯

¢þ,��O�´�AAT = SS, A = SQ, S´�½Ý
,�du

QTQ = A−1STS(AT)−1 = A−1SS(AT)−1 = A−1AAT(AT)−1 = E,

¤±Q���Ý
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

({�) (���,�Ó
,�¯,�g�,Ç�,õa) Ï�A´¢�_Ý
,kÛÉ�©)½n�,

�3��Ý
U , VÚ�½é�Ý
D,¦�A =UDV ,-S =UDUT, Q =UV ,KA = SQ, S´�½

Ý
, Q´��Ý
.

(2) Ï�Q´��Ý
,¤±�3��Ý
K,¦�

KTQK =



Er

−Es

K1
. . .

Kl


, Ki =

(
cosθi −sinθi

sinθi cosθi

)
, i = 1,2, · · · , l.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

({�) (�Ó�,�#) Ï�(
cosθi −sinθi

sinθi cosθi

)
=

(
−sinθi cosθi

cosθi sinθi

)(
1

1

)
,

-Bi =

(
−sinθi cosθi

cosθi sinθi

)
, Ci =

(
1

1

)
,KKi = BiCi. -B = KTdiag(Er,−Es,B1, · · · ,Bl)K, C =

KTdiag(Er,Es,C1, · · · ,Cl)K,KA = SBC,�S,B,Cþ�¢é¡Ý
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)
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({�) (HZ�,H[ð,4�,©d7,Ûh,ÇÀ,,�+R,��ç) Ï�(
cosθi −sinθi

sinθi cosθi

)
=

(
cosθi sinθi

sinθi −cosθi

)(
1

−1

)
,

-Bi =

(
cosθi sinθi

sinθi −cosθi

)
, Ci =

(
1

−1

)
,KKi = BiCi. Ù{Ó{�.

({n) (oLj,�R,Á�,) Ï�(
cosθi −sinθi

sinθi cosθi

)
=

(
cos θi

2 sin θi
2

sin θi
2 −cos θi

2

)(
cos θi

2 −sin θi
2

−sin θi
2 −cos θi

2

)
,

-Bi =

(
cos θi

2 sin θi
2

sin θi
2 −cos θi

2

)
, Ci =

(
cos θi

2 −sin θi
2

−sin θi
2 −cos θi

2

)
,KKi = BiCi. Ù{Ó{�.

~��Ø1Ï�A¢�_,¤±ATA�½,�3�½Ý
S¦�ATA = S2,-Q = S−1AT,K�¤¦.

d�, SQ�uAT
Ø´A.

~��Ø2Ï�A´¢Ý
,¤±A�qé�Ý
.

~��Ø3Ï�A´¢Ý
,¤±AÜÓé�Ý
.

Ô!(10©) (1)�E´n��
,y²

(
O E

E O

)
�ÎÒ��0;

(2)�A´m×n¢Ý
,

(
O A

AT O

)
�ÎÒ���0í? e´,�y²;eÄ,�Þ�~.

y² (1) P

A =

(
En

En

)
.

({�) Ï�A2 = E2n,¤±A�A��λ ÷vλ 2 = 1,�λ =±1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

qÏ�tr(A) = 0,¤±A�A���1(n­), −1(n­). Ïd, A��!K.5�êÑ´n,l
ÎÒ

��0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

({�) òA²XeÜÓC�

A =

(
O En

En O

)
→

(
1
2En En

En O

)
→

(
En En

En O

)
→

(
En O

En −En

)
→

(
En O

O −2En

)

z�

(
En O

O −2En

)
.Ïd, A��!K.5�êÑ´n,l
ÎÒ��0.
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({n) (oLj) Ï�AA�õ�ª

fA(λ ) =

∣∣∣∣∣ λEn −En

−En λEn

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ O (λ 2−1)En

−En λEn

∣∣∣∣∣= (λ 2−1)n.

�A�A���1(n­), −1(n­). Ïd, A��!K.5�êÑ´n,l
ÎÒ��0.

({o) (ÇgL) �g. f (X) = XTAX = 2(x1xn+1 + x2xn+2 + · · ·+ xnx2n). ²L�_�5O�

x1 = y1 + yn+1,

xn+1 = y1− yn+1,

· · ·

xn = yn + y2n,

x2n = yn− y2n.

�±z�

f (X) = 2(y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n− y2

n+1− y2
n+2−·· ·− y2

2n).

Ïd, A��!K.5�êÑ´n,l
ÎÒ��0.

({Ê) (xÆ�)�A��!K.5�ê©O�p,q. du(
−En

En

)(
En

En

)(
−En

En

)
=

(
−En

−En

)
,

=AÜÓu−A,Ïdp = q,l
ÎÒ��0.

(2) P

B =

(
O A

AT O

)
B�ÎÒ��´0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

({�) (4þó§Ç
Ó§ñ��§Ç�§�Wà§�¯H) �r(A) = r,K�3�_Ý
P,Q,

¦�A = PDQ,Ù¥D =

(
Er O

O O

)
. l


(
O A

AT O

)
=

(
O PDQ

QTDTPT O

)
=

(
P O

O QT

)(
O D

DT O

)(
PT O

O Q

)
.

18�,�11�



2024-2025Æc1�ÆÏf��ÆêÆ�ÆÆ�5p��ê(II)6Ï"�Áò

ÏLp�1�¬1�1n¬1, Ó�p�1�¬��1n¬�, ��


O O Er O

O O O O

Er O O O

O O O O

ÜÓ

u


O Er

Er O

O2n−2r

, ?


(
O A

AT O

)
ÜÓu


O Er

Er O

O2n−2r

, l
�â(1), ÙÎÒ�

�0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

({�) (��º,���,©d7,Ûh,�Ð,�Ó�,��ç,Çðï,�+R,c��) B�A�

õ�ª

fB(λ ) = |λEm+n−B|=

∣∣∣∣∣ λEm −A

−AT λEn

∣∣∣∣∣ .
éu?¿�"�λ ,

fB(λ ) =

∣∣∣∣∣ λEm −A

O λEn− 1
λ

ATA

∣∣∣∣∣= |λEm| · |λEn−
1
λ

ATA|= λ
m−n · |λ 2En−ATA|.

�ATA��"A���λ1,λ2, · · · ,λr. KduATA��½��λi > 0(1≤ i≤ r). l


fB(λ ) = λ
m+n−2r(λ 2−λ1) · · ·(λ 2−λr).

l
B��!KA���ê�Ó,ÙÎÒ��0.

({n) Ó{���, B�A�õ�ª

fB(λ ) = λ
m−n · |λ 2En−ATA|.

Pg(λ ) = |λ 2En−ATA|. K fB(λ )�g(λ )äk�Ó��"�,�g(λ )´��ó¼ê,Ù���K�

��éA.l
B��!KA���ê�Ó,ÙÎÒ��0.

~��ØÐ�C��L§¥,Ñy 1
λ

,�`²λ 6= 0.

l!(10©)�A, B´��½Ý
. y²:

(1) A+B´��½Ý
;

(2)�3¢�_Ý
P,¦�

PTAP = diag(λ1,λ2, · · · ,λr,0, · · · ,0); PTBP = diag(1−λ1,1−λ2, · · · ,1−λr,0, · · · ,0),

Ù¥r = r(A+B), 0≤ λi ≤ 1, i = 1,2, · · · ,r;
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(3) det(A+B)≥ detA+detB,��Ò¤á��=�A = O½B = O.

y² (1) Ï�A,B��½, ¤±A+B´¢é¡Ý
, �é?¿X ∈ Rn, XTAX ≥ 0, XTBX ≥ 0, l


XT(A+B)X ≥ 0,ÏdA+B´��½Ý
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

(2) ��y²�3¢�_Ý
P,¦�

PT(A+B)P = diag(1,1, · · · ,1,0, · · · ,0), PTAP = diag(λ1,λ2, · · · ,λr,0, · · · ,0).

Ù¥r = r(A+B), 0≤ λi ≤ 1, i = 1,2, · · · ,r.

Ï�A+B��½,¤±�3¢�_Ý
C,¦�

CT(A+B)C = diag(1,1, · · · ,1,0, · · · ,0) =

(
Er

O

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1©)

({�) ()�¿,Çðï) qA, B��½,¤±CTAC = (ai j)n×n, CTBC = (bi j)n×n �´��½Ý
,

§��¤k1�Ìfª�u�u0,¤k2�^SÌfª�u�u0.

l
éi > r,daii +bii = 0,�aii = bii = 0;?�Ú2�Ìfª

∣∣∣∣∣ a j j a ji

a ji 0

∣∣∣∣∣ =−a2
ji ≥ 0,l
a ji = 0,

Ónb ji = 0, j 6= i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

�CTAC =

(
A11 O

O O

)
, CTBC =

(
B11 O

O O

)
,Ù¥A11, B11´r���½Ý
.

éA11�3��Ý
Q1,¦�QT
1 A11Q1 = diag(λ1,λ2, · · · ,λr). -P =Cdiag(P1,En−r),KP�_,�

PT(A+B)P = diag(1,1, · · · ,1,0, · · · ,0), PTAP = diag(λ1,λ2, · · · ,λr,0, · · · ,0).

l
PTAP = diag(1−λ1,1−λ2, · · · ,1−λr,0, · · · ,0).

5¿�PTAPÚPTAPþ���½Ý
,Ïd0≤ λi ≤ 1, i = 1,2, · · · ,r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1©)

({�) (HZ�,
ww) PCTAC =

(
A11 A12

A21 A22

)
,Ù���½Ý
,�3¢�
L,¦�CTAC =

LTL.

�X0´A22X = 0�), K(0,XT
0 )L

TL

(
0

X0

)
= (0,XT

0 )

(
A11 A12

A21 A22

)(
0

X0

)
= XT

0 A22X0 = 0, ¤

±L

(
0

X0

)
= 0,�

(
A11 A12

A21 A22

)(
0

X0

)
= LTL

(
0

X0

)
= 0,=A12X0 = 0, A22X0 = 0. KA22X0 =

0�)´

(
A12

A22

)
X0 = 0�). qw,

(
A12

A22

)
X0 = 0�)´A22X0 = 0�). ¤±r(A22) =
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r

(
A12

A22

)
. A22¢é¡, A12 = AT

21, Ïdr(A22) = r(A21,A22). ¤±�3M, ¦�A12 = MA22,

KA21 = A22MT,�(
Er −M

En−r

)(
A11 A12

A21 A22

)(
Er

−MT En−r

)
=

(
Ã11

A22

)
,

E´��½Ý
. ?
d��½Ý
¿�^�´¤kÌfª�u�u0,ÏdÃ11, A22E´��½

Ý
. @o�3��Ý
Q1,Q2,¦�(
QT

1

QT
2

)(
Ã11

A22

)(
Q1

Q2

)
= diag(λ1,λ2, · · · ,λn), λi ≥ 0 (1≤ i≤ n).

-P =C

(
Er

−MT En−r

)(
QT

1

QT
2

)
,K

PT(A+B)P =

(
Er

O

)
, PTAP = diag(λ1, · · · ,λr,λr+1, · · · ,λn).

?
PTBP = diag(1−λ1, · · · ,1−λr,−λr+1, · · · ,−λn). (ÜPTAP, PTBP��½,�0 ≤ λi ≤ 1 (1 ≤
i≤ r),�λi = 0 (r+1≤ i≤ n).

(3)d(2)��r = n�,

(detP)2det(A+B) = 1,(detP)2detA = λ1λ2 · · ·λn, (detP)2detB = (1−λ1)(1−λ2) · · ·(1−λn).

w,

λ1λ2 · · ·λn +(1−λ1)(1−λ2) · · ·(1−λn)≤ λ1 +(1−λ1) = 1.

det(A+B)≥ detA+detB,��Ò¤á��=�A = O½B = O. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

~��Ø1Ï�PT(A+B)P = diag(Er,O),¤±PTAP = diag(λ1, · · · ,λr,0, · · · ,0).

~��Ø2dr(A11,A12)= r(A11),�A12 =A11M.-

(
Er

−MT En−r

)(
A11 A12

A21 A22

)(
Er −M

En−r

)
=(

A11

Ã22

)
, �3��Ý
Q1,Q2, ¦�

(
QT

1

QT
2

)(
A11

Ã22

)(
Q1

Q2

)
�é�Ý


. -P = C

(
Er −M

En−r

)(
QT

1

QT
2

)
, KPT(A + B)P =

(
Er

O

)
. PT(A + B)P�7�

u

(
Er

O

)
.

~��Ø3 det(A+B) = detA+detB.
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