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1 .�A�z1���Úþ�1,K �½´A3 +2A−3E�A��. 0

2 .eA =

(
A1

A2

)
,�mA1(λ ) = mA2(λ ) = (λ −1)2,KmA(λ ) = . (λ −1)2

3 .��5C�ϕ÷v fϕ(λ ) = λ 2025(λ − 1)3, mϕ(λ ) = λ 2023(λ − 1),Kϕ�1�ª

Ïfk «�Uº2

4 .�¢Ý
A�A�õ�ª�(λ 2−λ +1)2,�A3Eê�CþØ�é�z,KA3

¢ê�Rþ�2ÂJordanIO/� (�¦äN�Ý
��).


0 −1

1 1

1 0 −1

1 1


5 .�A =

(
F(λ 3)

C F(λ 3)

)
,Ù¥C´����1�3��
,KA�JordanIO/

� . J(0,6) =



0

1 0

1 0

1 0

1 0

1 0



6 . �ϕ´�5�mV��5C�, �3V�Äξ1,ξ2,ξ3e�Ý
�


2

2

1 2

,

Kϕ�áuA��2�A�f�m��ê´ ,§��|Ä´ . 2; ξ1,ξ3

1
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�!üÀK: (18©. zK3©,�6K)

1 . �A´n�Ý
, �5�§|(E − A)X = 0�ü�ØÓ)�þ©O´α,β ,

K 7´AéAuA��1�A��þ. D

(A) α (B) β

(C) α +β (D) α−β

2 .�A, B´�_Ý
,�A�B�q,Ke�(Ø¥�Ø�´ . C

(A) A�BT�q (B) A−1�B−1�q

(C) A+AT�B+BT�q (D) A+A−1�B+B−1�q

3 .�A(λ ),B(λ )Ñ´n�λ -Ý
,e�Qã¥�Ø� . B

(A) deg(A(λ )B(λ ))≤ degA(λ )+degB(λ )

(B)eA(λ )�B(λ )�-,KA(λ )2�B(λ )2�-

(C)eA(λ )�B(λ )k�Ó�ØCÏf,KA(λ )�B(λ )�-

(D)eA(λ )�B(λ )k�Ó�Ð�Ïf|,KA(λ )�B(λ )�7�-

4 .e�Ý
¥Ø�é�z�´ . D

(A)


1 2 3

0 2 2

0 0 3

 (B)


2 1 0

0 2 1

0 2 3

 (C)


2 0 0

0 2 1

0 2 3

 (D)


1 0 0

0 2 3

0 0 2


5 .en��
A�4�õ�ªmA(λ )= λ 3(λ−1),�r(A)= r, tr(A)= r−3,KA�2�Jordan¬

k �. B

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3

6 .�E�
A�k���1�1�ªÏf,Ke�(Ø�(�k �. C

a. A�A�f�m�êÑ�u1 b. A��f�mÑ´Ì�f�m

c. A7�é�z d. A�Ð�Ïfüüp�

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4
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n!(12©)��5C�ϕ ∈ L(F2)÷vϕ((a,b)T) = (a+b,a−b)T,¦ϕ�A��!A�f

�mÚ4�õ�ª.

) d®��ϕ3F2�Äε1 = (1,0)T, ε2 = (0,1)Te�Ý
A�(
1 1

1 −1

)
.

ϕ�A���A�A���Ó.

��O�� fA(λ ) =

∣∣∣∣∣ λ −1 −1

−1 λ +1

∣∣∣∣∣= λ 2−2,¤±A�A���
√

2Ú−
√

2,§��

´ϕ�A��.

��O��(
√

2E−A)X = 0���Ä:)X´(
√

2+1,1)T, (−
√

2E−A)X = 0��

�Ä:)X´(
√

2−1,−1)T,Ïd
√

2�A�f�m�〈(
√

2+1,1)T〉, −
√

2�A�f

�m�〈(
√

2−1,−1)T〉.

({�) Ï�ϕ�A��üüpÉ,�Ñ´1­�,¤±4�õ�ª�uA�õ�ª,

=λ 2−2.

({�) ϕ�4�õ�ª�A�4�õ�ª�Ó. Ï�A−
√

2E 6= O, A+
√

2E 6= O,

A2−2E = O,¤±λ 2−2´A�4�õ�ª,�´ϕ�4�õ�ª.

5:
√

2�A�f�m�〈(1,
√

2−1)T〉, −
√

2�A�f�m�〈(−1,
√

2+1)T〉�´�
(�.

~��Ø A�f�mO��Ø.

o!(12©)®�

A =


0 0 −2

1 0 3

0 1 −1


©O3knê�ÚEê�þ?ØÝ
A´Ä�é�z? ¿`²nd.

) A3knê�þØ�é�z,3Eê�þ�é�z. ndXe:

�A�A�õ�ª� fA(λ ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 3

−1 λ −3

0 −1 λ +1

∣∣∣∣∣∣∣∣= λ 3 +λ 2−3λ +2.

eA3knê�þ�é�z,KA3knê�þk3�knA��.�A�¤k�Uk

nA���±1, ±2,��O��§�ÑØ´A�A��.¤±A3knê�þØ�é

�z.
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��O��

( fA(λ ), f ′A(λ )) = (λ 3 +λ
2−3λ +2,3λ

2 +2λ −3) = 1,

¤± fA(λ )3Eê�þvk­�,ÏdA3Eê�þ�é�z.

qA´FrobeniusÝ
,KA�4�õ�ªmA(λ ) = fA(λ ) = λ 3 +λ 2−3λ +2, A�ØC

Ïf�1, 1, λ 3 +λ 2−3λ +2.

Ê!(12©)�A´n��
, λ0´A�n­A��, r(λ0E−A) = n−1.

(1)¦¦(λ0E−A)m = 0�����êm(�`²nd);

(2)y²: (λ0E−A)n−17k����þ´A�áuλ0�A��þ.

y² (1) Ï�λ0´A�n­A��, r(λ0E−A) = n−1,¤±A��λ0��ê­ê�n,

AÛ­ê�1, A�JordanIO/¥�k��áuλ0�Jordan¬, ��3�_Ý
P,

¦�

P−1AP =


λ0

1 λ0
. . . . . .

1 λ0

 .
= J.

5¿�

(λ0E−A)m = O ⇐⇒ (λ0E− J)m = O ⇐⇒ (J−λ0E)m = O,


qk

J−λ0E =


0

1 0
. . . . . .

1 0


TÝ
�4�õ�ª�m(λ ) = λ n,�K8¤¦�êm = n.

(2) ({�) d(1)��, (λ0E−A)n−1 6= O,¤±(λ0E−A)n−1��k���"��þ,

P�α . 
qd(λ0E−A)n = O,��

(λ0E−A)(λ0E−A)n−1 = 0,

@odÝ
¦{,Ò��

(λ0E−A)α = 0,

d=`²αÒ´A�áuλ0�A��þ.
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({�) d(1)�, r((A−λ0)
n−1) = r((J−λ0)

n−1) = 1,���

(A−λ0E)n−1 = (k1α,k2α, · · · ,knα),

Ù¥α 6= 0, k1,k2, · · · ,knØ��0. �ki 6= 0. Ï�

(A−λ0E)(k1α,k2α, · · · ,knα) = (A−λ0E)(A−λ0E)n−1 = (A−λ0E)n = O,

Ïd(A−λ0E)kiα = 0, kiα´(A−λ0E)n−1�1i�,�¤¦.

({n) PP = (α1,α2, · · · ,αn), P−1 = (pi j)n×n. d(1)�

(A−λ0E)n−1 = P(J−λ0E)n−1P−1 = (p11αn, p12αn, · · · , p1nαn).

Ï�P�_,¤±αn 6= 0,�3i,¦�p1i 6= 0,�A(p1iαn)= λn(p1i)αn,�(A−λ0E)n−1�

1i��¤¦.

~��Ø 1 (1)¥�`²�ê­ê!AÛ­êÚIO/�¬ê9¬ê��.

~��Ø 2 (2)¥�`²(λ0E−A)n−1´�"�.

8!(10©)�n�Ý
A�A����1,¦y: A�A2�q.

y² d®�^����3�_Ý
P,¦�

P−1AP = diag(J(1,e1),J(1,e2), · · · ,J(1,ek)),e1 + e2 + · · ·+ ek = n.

P−1A2P = diag(J(1,e1)
2,J(1,e2)

2, · · · ,J(1,ek)
2),e1 + e2 + · · ·+ ek = n.

Ïdy²A�A2�q�duy²J(1,e)�J(1,e)2�q.

({�) J(1,e)2 = (Ee + J(0,e))2,


(Ee + J(0,e))2 = Ee +2J(0,e)+ J(0,e)2,

¤±J(1,e)2 ´en�Ý
,Ìé��þ�1,egé���2,�J(1,e)2 �A�õ�

ª�(λ −1)e. qÏ�J(0,e)e−1 = Ee,1, J(0,e)e = O,Ù¥Ee,1�1(e,1)��1,Ù¦�

Ñ´0�Ý
,

(J(1,e)2−Ee)
e−1 = (2J(0,e)+ J(0,e)2 + J(0,e)2)e−1 = 2e−1J(0,e)e−1 6= O,

¤±J(1,e)2�4�õ�ª�(λ −1)e. Ï
J(1,e)2�ØCÏf�

1, · · · ,1(e−1�),(λ −1)e,

15�,�12�
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Ð�Ïf|�(λ −1)e,�J(1,e)�Ð�Ïf|�Ó,�J(1,e)2�quJ(1,e).

({�)PS = J(1,e)2,Ï�J(1,e)�Ð�Ïf|�(λ −1)e,�yS�quJ(1,e),��

y²S�Ð�Ïf|�´(λ −1)e=�.��O�k

S =



1

2 1

1 2 . . .

0 1 . . . . . .
... . . . . . . . . . 1

0 · · · 0 1 2 1


¤±λEe−Sk��e−1�fª�

f (λ ) = det



λ −1

−2 λ −1

−1 −2 . . .

0 −1 . . . . . .
... . . . . . . . . . λ −1

0 · · · 0 −1 −2 λ −1


= (λ −1)e−1,

�k��e−1�fª

g(λ ) = det



−2 λ −1

−1 −2 λ −1

0 −1 . . . . . .
... . . . . . . −2 λ −1

0 · · · 0 −1 −2


,

´�g(1) 6= 0,`²( f (λ ),g(λ )) = 1,ÏdDe−1(λ ) = 1,�mS(λ ) = fS(λ ) = (λ − 1)e,

l
S�Ð�Ïf|�(λ −1)e,¤±S�quJ(1,e).

({n)��O���

J(1,e)2 =



1

2 1

1 2 . . .

0 1 . . . . . .
... . . . . . . . . . 1

0 · · · 0 1 2 1


16�,�12�
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Ïde− r(Ee− J(1,e)2) = 1,�J(1,e)2'uA��1�AÛ­ê´1,ÏdJ(1,e)2�q

uJ(1,e).

~��Ø J(1,e)2 =


1

2 1
. . . . . .

2 1

.

Ô!(12©)�A =


1 0 0

1 0 1

0 1 0

.

(1)¦A�JordanIO/;

(2)�B =

(
A A

A A

)
,¦B�JordanIO/.

y² (1) ({�) λE−A =


λ −1

−1 λ −1

−1 λ

,��O���λE−Ak��2�f

ª�1,�det(λE−A) = (λ +1)(λ −1)2. ÏdA�1�ªÏf�1,1,(λ +1)(λ −1)2.

Ð�Ïf|�λ +1, (λ −1)2. ?
A�JordanIO/�


−1

1

1 1

.

({�) éA�A�Ý
�Ð�C�

λE−A =


λ −1

−1 λ −1

−1 λ

→


λ −1

−1 λ λ 2−1

−1 0

→


λ −1

−1 0 λ 2−1

−1 0


→


λ −1

0 1 0

−1 0 λ 2−1

→


0 0 (λ +1)(λ −1)2

0 1 0

1 0 λ 2−1


→


0 0 (λ +1)(λ −1)2

0 1 0

1 0 0

→


1 0 0

0 1 0

0 0 (λ +1)(λ −1)2



,

ÏdA�Ð�Ïf|�λ +1, (λ −1)2,?
A�JordanIO/�


−1

1

1 1

.
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(2) ({�) (Ç�õ,c���)

λE−B =

(
λE−A −A

−A λE−A

)
→

(
λE −λE

−A λE−A

)

→

(
λE O

−A λE−2A

)
→

(
λE O

−1
2λE λE−2A

)
→

(
λE O

O λE−2A

)

(Ü(1)�B�Ð�Ïf|�λ ,λ ,λ ,λ +2,(λ −2)2,�B�JordanIO/�

diag(J(0,1),J(0,1),J(0,1),J(−2,1),J(2,2)),

= 

0

0

0

−2

2

1 2


.

({�) (o�è,4é+,@¢©,�+R�) ��O�� fB(λ ) = λ 3(λ +2)(λ −2)2.

ÏdB�A���0(3­), −2(1­), 2(2­). qÏ�6− r(B) = 3, 6− r(−2E−B) = 1,

6− r(2E−B) = 1, ÏdA��0éA�Jordan¬k3�, −2éA�Jordan¬�k1¬,

2éA�Jordan¬�k1¬,l
B�JordanIO/�

diag(J(0,1),J(0,1),J(0,1),J(−2,1),J(2,2)).

({n) (�¯,��
,ÇÀ,) Ï�(
E

−E E

)(
A A

A A

)(
E

E E

)
=

(
2A A

O O

)
,

¤±B�qu

(
2A A

O O

)
.
= C. fB(λ ) = λ 3(λ + 2)(λ − 2)2. qÏ�r(C) = 3,¤±¹

Ð�Ïfλ ,λ ,λ . r(2E−C) = 5,�¹��Jordan¬J(2,2). �B�JordanIO/�

diag(J(0,1),J(0,1),J(0,1),J(−2,1),J(2,2)).

({o) (��º,4æ�,�R,Çðï) Ï�(
E

1
2E E

)(
E −E

E

)(
A A

A A

)(
E E

E

)(
E

−1
2E E

)
=

(
O

2A

)
,
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¤±B�qu

(
O

2A

)
. (Ü(1),�B�JordanIO/�

diag(J(0,1),J(0,1),J(0,1),J(−2,1),J(2,2)).

({Ê) (Ç�) ��O�� fB(λ ) = λ 3(λ +2)(λ −2)2. Ï�

B(B+2E)(B−2E) 6= O, B(B+2E)(B−2E)2 = O,

(Ü4�õ�ªÚA�õ�ª�'X,=�mB(λ ) = λ (λ + 2)(λ − 2)2. l
B�Ð

�Ïf|�λ , λ , λ , λ +2, (λ −2)2,ÏdB�JordanIO/�

diag(J(0,1),J(0,1),J(0,1),J(−2,1),J(2,2)).

~��Ø1 ��d

(
λE O

−A λE−2A

)
→

(
λE O

O λE−2A

)
.

~��Ø2 Ï�B2 = 2

(
λA2 A2

A2 A2

)
, B3 = 4

(
λA3 A3

A3 A3

)
, B4 = 8

(
λA4 A4

A4 A4

)
.

B4−2B3−4B+8E = 0,¤±mB(λ ) = λ (λ +2)(λ −2)2. ��y²gê�u4�õ�

ªØ´B�"zõ�ª½B(B+2E)(B−2E) 6= O.

l!(6©)y²: ?Û��¢�
þ�L«�ü�é¡¢Ý
�¦È,Ù¥��k��Ý


�_.

y² (§WÙ,��º,Ûh,
L�,{�) �¢�
A3Rþ�Ð�Ïf|�

(λ −a1)
k1 , · · · ,(λ −as)

ks,((λ −b1)
2 + c2

1)
l1, · · · ,((λ −bt)

2 + c2
t )

lt .

Ù¥ai,b j,c j ∈ R,�c j 6= 0, i = 1,2, · · · ,s; j = 1,2, · · · , t. Ïd�3¢�_Ý
P,¦�

P−1AP= diag(J((λ−a1)
k1), · · · ,J((λ−as)

ks)),J(((λ−b1)
2+c1)

l1), · · · ,J(((λ−bt)
2+ct)

lt ).

(1)éi = 1,2, · · · ,s,

J((λ−ai)
ki)=


ai

1 ai
. . . . . .

1 ai

=


ai

ai 1

· · · · · ·
ai 1




1

1

· · ·
1

 .
=BiCi.
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(2)é j = 1,2, · · · , t,·�Äky²J(((λ −b j)
2 + c2

j)
l j)�qu

U j =



b j −c j

c j b j

1 b j −c j

c j b j

1 . . .
. . . . . .

1 b j −c j

c j b j


.

¯¢þ,��¡, J(((λ −b j)
2 + c2

j)
l j)�Ð�Ïf|�((λ −b j)

2 + c2
j)

l j .

,��¡, U j�e��2l j−1�fª�bl j
j 6= 0. d©¬en�1�ª5��U j�A�

õ�ª fUJ(λ ) = ((λ −b j)
2 + c2

j)
l j ,ÏdUi�1�ªÏf�1,1, · · · ,((λ −b j)

2 + c2
j)

l j ,

ØCÏf�1,1, · · · ,((λ − b j)
2 + c2

j)
l j , Ð�Ïf|�((λ − b j)

2 + c2
j)

l j . ùÒy²


J(((λ − b j)
2 + c2

j)
l j)�quU j. l
�3¢�_Ý
Q j, ¦�Q−1

j J(((λ − b j)
2 +

c2
j)

l j)Q j =U j.

Ùg,

U j =



−c j b j

b j c j

−c j b j 1

b j c j

· · · 1

· · · · · ·
−c j b j 1

b j c j





1

1

1

1

· · ·
· · ·

1

1



.
=VjWj

-

B = Pdiag(B1, · · · ,Bs,Q1V1QT
1 , · · · ,QtVtQT

t )P
T,

C = (P−1)Tdiag(C1, · · · ,Cs,(Q−1
1 )TW1Q−1

1 , · · · ,(Q−1
t )TW1Q−1

t )P−1,

KB, C´¢é¡Ý
, C�_,�A = BC.
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~��Ø

J((λ 2 +bλ + c)l

=



0 −c

1 −b

1 0 −c

1 −b

1 . . .
. . . . . .

1 0 −c

1 −b



=



−c 0

−b 1

−c 0 1

−b 1

· · · 1

· · · · · ·
−c 0 1

−b 1





1

1

1

1

· · ·
· · ·

1

1



.
=VjWj

KVj, Wj¢é¡. VjØé¡.

N\K (10©)�Ý
A =


0 2025 0

0 0 0

0 0 0

, B =


0 0 2025

0 0 0

0 0 0

,¯´Ä�3Ý
C9E

Xêõ�ª f (x),g(x),¦�A = f (C), B = g(C)? �`²nd.

) (HZ�,ñ��,Ûh,�íª) Ø�3.

�y{. e(Ø¤á,��deg f (x),degg(x)≤ 2. ÄK,d f (x),g(x),¿|^C�4�õ

�ªmC(λ )��{Ø{,2��A�{ª�� f (x),g(x). ±eÒCpÉA���ê,©n«

�¹?Ø.

�/1. Ckn�pÉA��.d�C�é�z,l
A = f (C)�B = g(C)þ�é�z,

�A, BØ�é�zgñ.

�/2. Ckü�pÉA��λ1,λ2. Ï� f (λi),g(λi)©O´A, B�A��,¤± f (λi) =

g(λi) = 0, i = 1,2. = f (λ ) = a(λ −λ1)(λ −λ2), g(λ ) = b(λ −λ1)(λ −λ2),Ù¥a 6= b,Ïd

� f (λ ) = a
bg(λ ),l
A = a

bB,gñ.

�/3. C=k��pÉA��λ0,�mC(λ ) = (λ−λ0)
2.d��� f (λ ) = aλ 2+bλ +c,
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�C�qu


λ0

1 λ0

1 λ0

,K f (C)�qu


f (λ0)

f ′(λ0) f (λ0)

k f ′(λ0) f (λ0)

=


0

f ′(λ0) 0

k f ′(λ0) 0

 .

Ï�r(A) = 1,¤± f ′(λ0) = 0,Ïd f (λ ) = a(λ −λ0)
2,Ù¥a 6= 0. Ón, g(λ ) = b(λ −λ0)

2,

Ù¥b 6= 0. Ïd f (λ ) = a
bg(λ ),l
A = a

bB,gñ.
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