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�!  
分数 阅卷人 

    

(18©)W�Kµ(zK3©,�6K)

1 .�A��½�n�¢é¡�
, ½ÂN�(−,−) : Rn ×Rn → R �(X ,Y ) = XTAY ,

K(−,−)´SÈ�¿©7�^�´A� Ý
. �½

2 .�ξ1,ξ2,ξ3´î¼�mV���IO��Ä, V1 = 〈α1,α2〉,Ù¥α1 = ξ1 +2ξ2−ξ3,

α2 = ξ1 +ξ2−2ξ3,K ´V1���IO��Ä. 1√
6
ξ1 +

2√
6
ξ2− 1√

6
ξ3, 1√

66
ξ1−

4√
66

ξ2− 7√
66

ξ3

3 .�A�Rþ�2���Ý
. eA÷vA3 +A2 +A+E = 0,KA¤k�U����qI

O/� . −E,

(
0 −1

1 0

)
½−E,

(
0 1

−1 0

)

4 .�g. f (x1,x2,x3) = (x1,x2,x3)


2 4 4

0 2 0

0 4 2




x2

x2

x3

��� . 1

5 .e�g. f (x1,x2,x3) = ax2
1 + 4x2

2 + ax2
3 + 6x1x2 + 2x2x3´�½�, Ka�����

´ . a > 5
2

6 .�A�10�¢é¡Ý
, B, C�Ó�¢Ý
,÷vAB = 0, (A+2E)C = 0, r(B) = 3,

r(C) = 7,KA�ÜÓ5�/´ . diag{−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,0,0,0}

�!  
分数 阅卷人 

    

(18©)ÀJKµ(zK3©,�6K)

1 .�α1,α2, · · · ,αn−1´n�î¼�mV��"���þ|, β1,β2 ∈V�(βi,α j) = 0,

i = 1,2, j = 1,2, · · · ,n−1,Kβ1,β2 . A

(A)�5�' (B)�5Ã'

(C)vk'X (D)7k���"�þ

1
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2 .�V1, V2´î¼�mV�f�m,Ke�·K¥�Ø�´ . D

(A) (V⊥1 )⊥ =V1 (B)eV1 ⊆V2,KV⊥2 ⊆V⊥1
(C) (V1 +V2)

⊥ = (V1)
⊥⋂(V2)

⊥ (D)eV =V1
⊕

V2,KV2 = (V1)
⊥

3 .�ξ1,ξ2, · · · ,ξn´î¼�mV���IO��Ä, α , β3TÄe��I©O´

X = (a1,a2, · · · ,an)
T, Y = (b1,b2, · · · ,bn)

T,Ke�·K¤á�k �. D

(1) ai = (α,ξi) (2) (α,β ) = XTY

(3) |α|=
√

a2
1 +a2

2 + · · ·+a2
n (4) α⊥β�¿©7�^�´∑

n
i=1 aibi = 0

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

4 .�ϕ´î¼�mV��5C�,Kϕ´��C��¿©7�^�´ . A

(A) ϕ�±SÈ (B) ϕA������1

(C) ϕ�±�Ý (D) ϕ3V�?¿Äe�Ý
´��Ý


5 .� f (x1,x2, · · · ,xn)´¢�g.,K . C

(A) f�IO/´��� (B)z f�IO/��_�5O�´���

(C) f�5�/´��� (D)z f�5�/��_�5O�´���

6 .e�Ý
¥ ´�½Ý
. D

(A)


1 2 3

2 4 5

3 5 6

 (B)


1 2 3

2 5 4

3 4 −6


(C)


5 2 1

2 1 3

1 3 0

 (D)


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5



n!  
分数 阅卷人 

    

(12©)�¢�g.

f (x1,x2,x3) = ax2
1 +4x1x2−4x1x3 +5x2

2−8x2x3 +5x2
3,

²���5O�X = QYz� f = y2
1 + y2

2 +10y2
3.

(1)¦a;

(2)¦þã��Ý
Q.

12�,�8�
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) (1) �g.�Ý
�A =


a 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

. d®��trA = 12 = a+10,¤±a = 2.

(2) éλ1 = λ2 = 1, (E−A)X = 0���Ä:)X´X1 = (−2,1,0)T, X2 = (2,0,1)T,��

z�Y1 = X1, Y2 = (2
5 ,

4
5 ,1)

T.

éλ3 = 10, (10E−A)X = 0���Ä:)X´X3 = (−1,−2,2)T.

ü z�Z1 =(− 2√
5
, 1√

5
,0)T, Z2 =( 2√

45
, 4√

45
, 5√

45
)T, Z3 =(−1

3 ,−
2
3 ,

2
3)

T.KQ=(Z1,Z2,Z3)�

¤¦.

o!  
分数 阅卷人 

    

(10©)�V1, V2Ñ´î¼�mV�f�m,�dimV1 < dimV2,

y²: V2¥7k�"�þ�V1¥�¤k�þ��.

y² ({�) ��y²V2
⋂

V⊥1 6= 0½dim(V2
⋂

V⊥1 )> 0,K·

K�y. ¯¢þ,w,V2 +V⊥1 ⊆V . Ï�dimV1 < dimV2,¤±dimV⊥1 > dimV⊥2 = n−dimV2.

¤±dim(V2
⋂

V⊥1 ) = dim(V2)+dim(V⊥1 )−dim(V2 +V⊥1 )> 0.

({�) (20?$IJ)�dimV = n, dimV1 = s, dimV2 = t,Ks < t. b�é?¿�"α ∈ V2,

(α,V1) 6= 0, KV2 ∩V⊥1 = 0. -U = V⊥1 +V2, KU�V �f�m. =dimU ≤ dimV = n.

�V2∩V⊥1 = 0íÑV⊥1 +V2´�Ú.Ïd

dimU = dimV⊥1 +dimV2 = n− s+ t = n+(t− s)> n

gñ,¤±b�Ø¤á.

({n) (20?���)Ï�V1,V2´î¼�mV�f�m,�V1���IO��Äξ1,ξ2, · · · ,ξt ,

�V2 ���IO��Äα1,α2, · · · ,αp. Ï�dimV1 < dimV2,�p > t. Ï�yV2¥7k�"

�þ�V1¥¤k�þ��. =y�3α = k1α1+k2α2+ · · ·+kpαp ∈V2,(α,ξi) = 0,Ù¥i =

1,2, · · · , t�k1,k2, · · · ,kpØ��". Ï�(α,ξi) = k1(α1,ξi)+k2(α2,ξi)+ · · ·+kp(αp,ξi) = 0.

kàg�5�§|
k1(α1,ξ1)+ k2(α2,ξ1)+ · · ·+ kp(αp,ξ1) = 0

k1(α1,ξ2)+ k2(α2,ξ2)+ · · ·+ kp(αp,ξ2) = 0

· · ·
k1(α1,ξt)+ k2(α2,ξt)+ · · ·+ kp(αp,ξt) = 0

Ï�T�§|kp���ê, 
�kt��§(t < p), ��½�3�"), �T�")

�(a1,a2, · · · ,ap),Kα = a1α1 +a2α2 + · · ·+apαp 6= 0�(α,ξi) = 0, i = 1,2, · · · , t.

~��Ø1 dV1��|��Ä*¿�V��|��Ä,ddimV1 < dimV2�V���Äp

¡k��Ä.3V2p¡.

~��Ø2 ddimV1 < dimV2�V2¥�3����αØ3V1p¡,,����Ñα ∈V⊥1 .

13�,�8�
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Ê!  
分数 阅卷人 

    

(12©) �A, B´n�¢é¡Ý
�A�½, B��K.5�

ê©O�p, q. �λ1,λ2, · · · ,λn´AB�A��.y²:

(1) λi ∈ R, i = 1,2, · · · ,n;

(2) λ1,λ2, · · · ,λn¥Tkp���, q��K.

y² (1) Ï�A�½, ¤±�3�_Ý
C, ¦�A = CCT. l
AB = C(CTBC)C−1, Ï

dAB�A��ÚCTBC�A���Ó,�öÜÓu¢é¡Ý
B,¤±AB�A����¢

ê.

(2) d(1)=�AB��KA���ê�B��K.5�ê�Ó.

8!  
分数 阅卷人 

    

(10©)�ϕ , ψ´n�î¼�mV�é¡C�,÷vϕψ =ψϕ ,

y²�3V���IO��Ä,¦�ϕ , ψ3TÄe�Ý


þ�é�Ý
.

y² ({�) (20?pÙ�,o%L,XÓÀ,47Ë,4g¶,4o,4(º,£¥,,y�å,

�­�,�¶�,��L,�dÚ,¨d¤,ÁÖ¦�)�ξ1,ξ2, · · · ,ξn´V���IO��Ä,

ϕ , ψ3TÄe�Ý
©O´¢é¡Ý
AÚB. dÓ��, AB = BA,eUy²�3��Ý


Q,¦�Q−1AQ, Q−1BQÓ��é�Ý
. @o��-(η1,η2, · · · ,ηn) = (ξ1,ξ2, · · · ,ξn)Q,

Kη1,η2, · · · ,ηn´V�IO��Ä,�ϕ , ψ3TÄe�Ý
´é�Ý
.

¯¢þ,Ï�A�n�¢é¡Ý
,K�3��Ý
Q1,¦�

QT
1 AQ1 = diag(λ1Er1,λ2Er2, · · · ,λtErt ),

Ù¥λ1,λ2, · · · ,λt�A�¤kpÉA��.d®�AB=BA,�QT
1 AQ1QT

1 BQ1 =QT
1 BQ1QT

1 AQ1.

òQT
1 BQ1�©¬

QT
1 BQ1 =


B11 B12 · · · B1t

B21 B22 · · · B2t
...

...
...

Bt1 Bt2 · · · Btt

 ,

Ù¥Bi j´ri× r j�Ý
. �âQT
1 AQ1QT

1 BQ1 = QT
1 BQ1QT

1 AQ1,Ké?¿i 6= j, λiBi j = λ jBi j,

�Bi j = 0,=

QT
1 BQ1 = diag(B11,B22, · · · ,Btt).

5¿�Q1´��Ý
, B´¢é¡Ý
,ÏdQT
1 BQ1´¢é¡Ý
,?
Biiþ¢�é¡Ý


. éz�Bii, �3��Ý
Pi, ¦�PT
i BiiPi´é�Ý
Di. -Q = Q1diag(P1,P2, · · · ,Pt),

KQTAQ = diag(λ1Er1,λ2Er2, · · · ,λtErt ),�QTBQ = diag(D1,D2, · · · ,Dt).

14�,�8�
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({�) (20?��©, ��, Ñòo, �), 7�ë, owû, @¢©, $IJ, X�%,


�7�) Ïϕ , ψ´î¼�m�é¡C�, ¤±A���´¢ê. �λ´ϕ���

A��, Vλ´ϕ�áuA��λ�A�f�m. Ké?¿α ∈ Vλ , ϕ(α) = λα . qd®

�ϕψ = ψϕ�ϕψ(α) = ψϕ(α) = λψ(α),=ψ(α) ∈ Vλ ,�Vλ´ψ−f�m. �Äψ|Vλ
,w

,ψ|Vλ
´Vλ�é¡C�,A����¢ê,��k��A��þβ ∈Vλ ,Kd�β�´ϕ�

A��þ. �ϕ , ψkú�A��þ.

é�m��ên^8B{. n = 1�,(Øw,¤á. 8Bb�(Øén−1�î¼�m¤á.

yyén�î¼�m�¤á. Ï�ϕ , ψþ�é¡C��ϕψ = ψϕ ,¤±ϕ , ψ��k��ú

�A��þξ1,ü z�EP�ξ1,òξ1*�V�IO��Äξ2,ξ3, · · · ,ξn. K

ϕ(ξ2, · · · ,ξn) = (ξ2, · · · ,ξn)

(
λ α

0 A1

)
,ψ(ξ2, · · · ,ξn) = (ξ2, · · · ,ξn)

(
µ β

0 B1

)
,

Ï�ϕ , ψþ�é¡C�, �ϕψ = ψϕ , Ïd

(
λ α

0 A1

)
,

(
µ β

0 B1

)
þ�¢é¡Ý
,

�

(
λ α

0 A1

)(
µ β

0 B1

)
=

(
µ β

0 B1

)(
λ α

0 A1

)
,�α = β = 0, A1, B1¢é¡,�A1B1 =

B1A1. PU = 〈ξ2,ξ3, · · · ,ξn〉,Kn−1�î¼�mU�ϕ , ψ�ØCf�m,�ϕ|U , ψ|U´U�

é¡C�. ÷vϕ|U ψ|U = ψ|U ϕ|U . Ïdd8Bb�, �3U�IO��Äη2,η3, · · · ,ηn,

¦�ϕ|U , ψ|U3TÄe�Ý
�é�Ý
. �lξ2,ξ3, · · · ,ξn�η2,η3, · · · ,ηn �LÞÝ


�P,-(γ1,γ2, · · · ,γn) = (ξ1,ξ2, · · · ,ξn)

(
1

P

)
,Kγ1,γ2, · · · ,γn�V���IO��Ä, ϕ ,

ψ3TÄe�Ý
�é�Ý
.

({n) Ïϕ , ψ´î¼�m�é¡C�, ¤±A���´¢ê. �λ´ϕ���A

��, Vλ´ϕ�áuA��λ�A�f�m. Ké?¿α ∈ Vλ , ϕ(α) = λα . qd®

�ϕψ = ψϕ�ϕψ(α) = ψϕ(α) = λψ(α), =ψ(α) ∈ Vλ , �Vλ´ψ−f�m. �Äψ|Vλ
,

w,ψ|Vλ
´Vλ�é¡C�, A����¢ê, ��k��A��þβ ∈ Vλ , Kd�β�

´ϕ�A��þ. �ϕ , ψkú�A��þ.

é�m��ên^8B{. �n = 1�, (Øw,¤á. 8Bb�(Øén− 1�î¼

�m¤á. yyén�î¼�m�¤á. Ï�ϕ , ψþ�é¡C��ϕψ = ψϕ , ¤

±ϕ , ψ��k��ú�A��þξ1, ü z�EP�ξ1, -U = 〈ξ1〉, KU⊥´n− 1�

î¼�m, ϕ|U⊥ , ψ|U⊥Ñ´U⊥�é¡C�, �÷vϕ|U⊥ψ|U⊥ = ψ|U⊥ϕ|U⊥ . Ïdd8

Bb�, �3U⊥�IO��Äξ2,ξ3, · · · ,ξn, ¦�ϕ|U⊥ , ψ|U⊥3TÄe�Ý
�é�Ý

diag{λ2,λ3, · · · ,λn}Údiag{µ2,µ3, · · · ,µn},l
ϕ , ψ3IO��Äξ1,ξ2, · · · ,ξne�Ý


�diag{λ1,λ2, · · · ,λn}Údiag{µ1,µ2, · · · ,µn}.

15�,�8�
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~��Ø1 {�¥�QT
1 AQ1 = diag(λ1,λ2, · · · ,λn, QT

1 BQ1 = (bi j)n×n, Kdλibi j = λ jbi j,

�bi j = 0. Ty{=·^uAkn�ØÓA���¤á,éAk­A���Ø·^.

~��Ø2 {�¥�y²A1, B1¢é¡½�y²A1B1 = B1A1.

Ô!  
分数 阅卷人 

    

(10©) �A´n�¢�_Ý
. �g. f (x1,x2, · · · ,x2n) =

XTBX , Ù¥B =

(
0 A

AT 0

)
. y² f�²L�_��5O

�z�

f = y2
1 + y2

2 · · ·+ y2
n− y2

n+1− y2
n+2−·· ·− y2

2n.

y² ¯K�du/¦yB =

(
0 A

AT 0

)
��K.5�êÑ�n0

({�)Ï�A�_,¤±

(
E

A−1

)T(
0 A

AT 0

)(
E

A−1

)
=

(
0 E

E 0

)
,

�

(
E 0

−E E

)(
E 1

2E

0 E

)(
0 E

E 0

)(
E 0
1
2E E

)(
E −E

0 E

)
=

(
E 0

0 −E

)
, �ÜÓ

C�,¤±B��K.5�êÑ´n.

({�) (20?Nh³)Ï

(
λE −A

−AT λE

)(
E A

0 λE

)
=

(
λE 0

−AT λ 2E−ATA

)
,� fB(λ ) =

det(λ 2E−ATA).

qÏ�A�_, ¤±ATA = ATEA, =ATAÜÓuü Ý
, ÏdATA�A����u",

��λ1,λ2, · · · ,λn. du�3���qÝ
Q, ¦�Q−1ATAQ = diag(λ1,λ2, · · · ,λn). ù

� fB(λ ) = det(λ 2E−diag(λ1,λ2, · · · ,λn)) = ∏
n
i=1(λ −

√
λi)(λ +

√
λi),�B��K.5�ê

Ñ´n.

({n)éB�1©¬Ý
�ÜÓÐ�C�
0 A

AT 0

E 0

0 E

→


0 A

AT E

E 0

0 E

→


0 A

AT 2E

E (AT)−1

0 E

→

−1

2AAT 0

AT 2E

E (AT)−1

0 E



→


−1

2AAT 0

0 2E
1
2E (AT)−1

−1
2AT E

→

−1

2AT 0

0 2E
1
2E (AT)−1

−1
2AT E

→


−1
2E 0

0 2E
1
2(A

T)−1 (AT)−1

−1
2E E


16�,�8�
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¤±B��K.5�êÑ´n.

l!  
分数 阅卷人 

    

(10©)�A∈Rm×n, r(A)= r.y²:�3m���Ý
UÚn�

��Ý
V ,¦�

UAV =

(
Λ 0

0 0

)
,

Ù¥Λ = diag{√σ1,
√

σ2, · · · ,
√

σr}, σ1,σ2, · · · ,σr�ATA��"A��.

y² Ï�ATA���½Ý
, PÙA���σ1,σ2, · · · ,σn, �σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σr >

σr+1 = σr+2 = · · · = σn = 0. ÏATA¢é¡, ¤±�3��Ý
V = (α1,α2, · · · ,αn), ¦

�V TATAV = diag{σ1,σ2, · · · ,σn}. -V1 = (α1,α2, · · · ,αr), V2 = (αr+1,αr+2, · · · ,αn), Λ =

diag{√σ1,
√

σ2, · · · ,
√

σr},K

V T
1 ATAV1 = (AV1)

T(AV1) = (Aα1, · · · ,Aαr)
T(Aα1, · · · ,Aαr) = diag{σ1,σ2, · · · ,σr}. (∗)

aq�, V T
2 ATAV2 = 0,l
AV2 = 0.

d(*), Λ−1V T
1 ATAV1Λ = Er. -U1 = AV1Λ−1, KUT

1 AV1 = Λ±9UT
1 U1 = Er, ¤±U1���

þü ��. ò¦�*�Rm�IO��Ä,=�3m× (m− r)Ý
U2,¦�U = (U1,U2)´

��Ý
. AO/UT
2 U1 = 0,¤±UT

2 AV1 =UT
2 U1Λ = 0Λ = 0. ¤±

UTAV =

(
UT

1 AV1 UT
1 AV2

UT
2 AV1 UT

2 AV2

)
=

(
Λ 0

0 0

)

·K�y.

N\K

 
分数 阅卷人 

    

(10©) �α , β�n�î¼�mRn¥�ü��"��þ. y

²: eαTβ > 0,K�3�½Ý
A,¦�β = Aα .

y²{� -A = E− ααT

αTα
+ ββ T

β Tα
,Kβ = Aα . ���y²A�½,K·K�y. ¯¢þ, A¢

é¡. dαTβ > 0�α 6= 0, β 6= 0,�é?¿0 6= X ∈ Rn,dCauchy-SchwarzØ�ª,k

XTAX =
(αTβ )((β Tβ )(XTX)− (β TX)2)+(β Tβ )(αTX)2

(αTβ )(αTβ )
≥ 0

{� (1)e|α| = |β | = 1,K�3º¡Ý
Q ∈ Rn×n,¦�Qα = ε1 = (1,0, · · · ,0)T. �β1 =

Qβ =(b1,b2, · · · ,bn)
T, α1 =Qα = ε1,Kb1 =αT

1 β1 =αTQTQβ =αTβ > 0.-β2 =(b2,b3, · · · ,bn)
T,

17�,�8�
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P =

(
b1 β T

2

β2 En−1 +b−1
1 β2β T

2

)
, A = QTPQ,KAα = QTPQα = QTPε1 = QTβ1 = β . qA�PÜÓ,

P�

(
b1

En−1

)
ÜÓ,

(
b1

En−1

)
�½,�A�½,=�¤¦.

(2)éu���α , β ,d(1)��3�½Ý
A1,¦� β

|β | =A1
α

|α| , β = |β |
|α|A1α ,�-A= |β |

|α|A1=

�.
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