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1. �D� (1) Z Y�8l�'�
(2) R a1, a2, · · · an ∈ Z. � 〈a1, a2, · · · , an〉 = 〈(a1, a2, · · · , an)〉, �9 (a1, a2, · · · , an)Y a1, a2, · · · , an ��Æ x[�
2. �D 1.3 �
. (1)-(4).

3. R R Y�8l�'�� a, b ∈ R, M$ 〈a〉 + 〈b〉 = 〈d〉, � d Y a, b ��Æ xÆI
� c1, c2 ∈ R, U� d = c1a + c2b.��: (i) xa 〈a〉 ⊆ 〈d〉, ℄u d|a. `8 d|b. �r d Y a, b � xÆ�
(ii) xa 〈a〉 + 〈b〉 = 〈d〉, ℄u d ∈ 〈a〉 + 〈b〉, -
� c1, c2 ∈ R, U� d = c1a + c2b.R c|a, c|b, � c|c1a + c2b, - c|d.| (i)(ii) 	 d Y a, b ��Æ xÆ�I
� c1, c2 ∈ R, U� d = c1a + c2b. 2
4. R p, q Y�' R �	k��\���D�
(1) 〈pq〉 = 〈p〉 ∩ 〈q〉;

(2) R/〈pq〉 ∼= R/〈p〉 ⊕ R/〈q〉.��: (1) xa p|pq, ℄u 〈pq〉 ⊆ 〈p〉, `8 〈pq〉 ⊆ 〈q〉, " 〈pq〉 ⊆ 〈p〉 ∩ 〈q〉.=t�C���Lw� a ∈ 〈p〉 ∩ 〈q〉, |� a ∈ 〈p〉 6� p|a. `8 q|a. ~xa p, qY	k��\��℄u pq|a, - a ∈ 〈pq〉. |� a �Lwo	 〈p〉 ∩ 〈q〉 ⊆ 〈pq〉.

(2) R ϕ : R → R/〈p〉 ⊕ R/〈q〉 Y| a 7→ (a + 〈p〉, a + 〈q〉) ℄5��zQ�v� ϕY'`^�fC�D ϕ Y?`^�xa p, q Y�' R �	k��\��
� c, d ∈ R, U�
cp+dq = 1. � cp+〈q〉 = 1+〈q〉, dq+〈p〉 = 1+〈p〉. �� (a+〈p〉, b+〈q〉) ∈ R/〈p〉⊕R/〈q〉,> r = adq + bcp, � ϕ(r) = (r + 〈p〉, r + 〈q〉) = (adq + 〈p〉, bcp + 〈q〉) = (a + 〈p〉, b + 〈q〉).℄u ϕ Y?`^�h��D Kerϕ = 〈pq〉. gK 〈pq〉 ⊆ Kerϕ. R r ∈ Kerϕ, � r ∈ 〈p〉 I r ∈ 〈q〉, -
r ∈ 〈p〉 ∩ 〈q〉. | (1) 	 r ∈ 〈pq〉. " Kerϕ = 〈pq〉. 2

5. R I Y' R �t��mV' R[x] �8l�. Ji Y I �℄} i ��mV�Z
1



me[� 0 !
�,&�J��
(1) Ji Y R �8l� i ∈ Z;

(2) 
� R �8l: J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jn ⊆ · · ·.��: (1) gK Ji Y R ��7Æ,�R a, b ∈ Ji, r ∈ R. � a, b }ta 0 S�gK a + b ∈ Ji, ra ∈ Ji. � a, b �	a 0 S�
� axi + ai−1x
i−1 + · · · + a0 ∈ I,

bxi + bi−1x
i−1 + · · · + b0 ∈ I, ℄u (a + b)xi + (ai−1 = Bi−1)x

i−1 + · · · + (a0 + b0) ∈ I,

raxi + rai−1x
i−1 + · · · + ra0 ∈ I. " a + b ∈ Ji, ra ∈ Ji. �r��� i ∈ Z, Ji Y R �8l�

(2) ��Lw� i ∈ Z, 
B�D Ji ⊆ Ji+1. XTP�R a ∈ Ji. � a = 0 S�gK} a ∈ Ji+1. � a 6= 0 S�
� axi + ai−1x
i−1 + · · ·+ a0 ∈ I. xa I Y R �8l�"

axi+1 + ai−1x
i + · · · + a0x ∈ I, �r a ∈ Ji+1. 2

6. �D�R R Y}�b��1('� I Y R �8l��O' R/I Y�����s_0a I Y R �+Æ8l���: �so�R J Y R �8l�?� I ( J , fC�D J = R. XTP�R
a ∈ J\I, � a + I 6= 0 + I ∈ R/I. |� R/I Y��℄u a + I }G��.a b + I, -
ab + I = 1 + I. " ab − 1 ∈ I ⊆ J . | a ∈ J 6� 1 ∈ J . �r J = R.��o�
s�D R/I ��<� a+I 6G�xa a+I 6= 0+I,� I ( 〈I, a〉 ⊆ R.|� I Y+Æ8l�℄u 〈I, a〉 = R,� 1 ∈ 〈I, a〉,-
� r ∈ R, s ∈ I,U� 1 = ra+s,�r� R/I � a + I }G� r + I. 2

7. { Zorn y8�D�� F Pjo7/ V �
�*���: V �t��7n;� A(6FY}i,)di,) 
ajod#��M$ A��Lw}i�n;�Yjod#�� V ��℄}jod#�n;��a�\!
�,& S ��,&��%#e!
t�Hp,�R {Ai|i ∈ I}Y S �t�:�
B�q A = ∪i∈IAi Yjod#,�XTP�R A1 = {α11, α12, · · · , α1t} Y A �t�}iÆ,��A� α1j ��%�E� A1j ���r�
� i0 ∈ I,U� Aij ⊆ Ai0 ��- A ⊆ Ai0 ,x�Yjod#�n;���r AYjod#��A ∈ S,Y {Ai|i ∈ I}�P2��4 Zorn y8�
�+Æ� B. 
B�q B Y V �t�*�XTP�N
� V �n; β 	F| B ��Lw}i�n;n;jo�W�� B ∪ {β} jod
2



#�� B �+Æo��� 2
8. �D�Lw}�b� 1 �' R t�}+Æ8l���: R S = {I | I Y R �8l�I 1 6∈ I}. xa 0 ∈ S, ℄u S Y�7,&�

S #�,&��%#e!
t�Hp,��� S ��: I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆, 6�
A = ∪∞

i=1Ii ∈ S, x�Y:�P2��4 Zorn y8� S �
�+Æ� J . �6�q
J 3Y+Æ8l�XTP����
�8l K U� J ( K ( R, � K ∈ S � J �+Æo��� 2
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