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§6. Jordan T|q�;Ou V y2 F s n���P?� σ y V �".���8�u F [x]y2 Fs"4%�x7�yKR��7�

6.1 ~l F [x]- fVnr`℄Wb 18. #& f(x)v := f(σ)(v), f(x) ∈ F [x], v ∈ V , 9 V yKR��7 F [x] s�-�v�ge�zd�$A8=.#&
� V y F [x]- e�> S := {v1, v2, · · · , vn} y��P?
V �".:�9$o%� v ∈ V , -��P4

v = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn,=S ai ∈ F ⊆ F [x]. 0 S v� V .$ σ, $B�8 f(x) ∈ F [x], w� f(σ) = 0, 0$/o% v ∈ V , - f(x)v = 0. =
V yge� 2Wb 19. u W � V �NP?�9 W y V � F [x]- Ne��+� �By Wy σ- Æ�NP?�zd�[QU�� 2
bM\ V �X6N�$ σ, Z I y σ �X6%�x�<4�= I := {f(x) ∈

F [x] | f(σ) = 0}. 9 I y F [x] �R��(&yKR��iv�4y����lz��{� 1 �v�4 mσ(x), �� σ � \pXog.u v ∈ V , 9 〈v〉 := {f(x)v | f(x) ∈ F [x]} y V � F [x]- Ne�(& 〈v〉 :=

{f(σ)v | f(x) ∈ F [x]} y��P? V � σ- Æ�NP?�Z δ y σ 8 〈v〉 ��H+t�= δ := σ|〈v〉. > δ �;�%�x� mδ(x).tb 3. (1) annR(V ) = 〈mσ(x)〉;

(2) annR(v) = 〈mδ(x)〉;

(3) mδ(x)|mσ(x).zd�,#&=�� 2
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tb 4. u v ∈ V . Z δ y σ 8 〈v〉 ��H+t�= δ := σ|〈v〉. u δ �;�%�x� mδ(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + am−1x

m−1 + xm. 9
S := {v, σ(v), σ2(v), · · · , σm−1(v)},y σ- NP? 〈v〉 �". F - :�zd��n S ⊆ 〈v〉. $/ f(x) ∈ F [x], f(x) = mσ(x)q(x)+ r(x), =S degr(x) < m9< r(x) = 0. �# f(σ)(v) = q(σ)mσ(σ)(v) + r(σ)(v) = r(σ)(v) ∈ 〈S〉. 0 〈v〉 = 〈S〉.Y")b�u b0v + b1σ(v) + b2σ

2(v) + · · · + bm−1σ
m−1(v) = 0, bi ∈ F , 0 ≤ i ≤ m,= (b0 + b1x + b2x

2 + · · · + bm−1x
m−1)v = 0. (� annR(v) = 〈mδ(x)〉, �# mδ(x)|b0 +

b1x + b2x
2 + · · · + bm−1x

m−1, (� degmδ(x) = m, 0 bi = 0, 0 ≤ i ≤ m. (& S ��
1�y 〈v〉 �". F - :� 2
V �". σ- Æ�NP? W �� σ-sZ}`℄, q2�8 v ∈ W , w�

{v, σ(v), σ2(v), · · · , σm−1(v)}y W �".:�=.:�� sZ[.Wb 20. (1) u W y V �Ne�9 W y V ��7 F [x]- Ne��+� �By W y σ- �7NP?�
(2) r W := 〈v〉 y V �". σ- �7NP?� δ := σ|W �;�%�x�

mδ(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + am−1x

m−1 + xm.9
S := {v, σ(v), σ2(v), · · · , σm−1(v)}y W �".�7:�j δ 8�7: S 
�K>�

C(mδ(x)) :=















0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

0 1 · · · · · · · · ·
...

...
... 0 −am−2

0 0 · · · 1 −am−1















.=S C(mδ(x)) �� (�$/%�x mδ(x) �)v_x.

(3) r W := 〈v〉 y V �". σ- �7NP?� δ = σ|W 8�7: {v, σ(v), σ2(v),
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· · ·, σm−1(v)} 
�K>�.K>
C(mδ(x)) :=















0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

0 1 · · · · · · · · ·
...

...
... 0 −am−2

0 0 · · · 1 −am−1















,9
mδ(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + am−1x
m−1 + xm.zd�(1) uR� V ��7Ne- W = 〈v〉. > annR(v) = 〈mδ〉, =S δ = σ|〈v〉.,)R 4 B W y σ- �7NP?�(C�u W y σ- �7NP?��7:�

{v, σ(v), σ2(v), · · · , σm−1(v)},9$AR� F [x]- e- W ⊆ 〈v〉. , v ∈ W 3 W y σ- Æ�NP?�B 〈v〉 ⊆ W .

(2) (� W y V � σ- �7NP?�, (1) B W = 〈v〉 y F [x]- e�,)R 4B S y 〈v〉 �".�7:�$A σ(σi(v)) = σi+1(v), 1 ≤ i ≤ m − 2, σ(σm−1(v)) =

−a0v − a1σ(v) − a2σ
2(v) − · · · − am−1σ

m−1(v). 0 δ 8: S 
�K>�.K>�
(3) (8�7:
�K>�.K> C(mδ(x)), 0- σ(σi(v)) = σi+1(v), 1 ≤ i ≤

m − 2, σ(σm−1(v)) = −a0v − a1σ(v) − a2σ
2(v) − · · · − am−1σ

m−1(v). > g(x) = a0 +

a1x + a2x
2 + · · · + am−1x

m−1 + xm, 9 g(σ)v = 0, 0- g(δ) = 0. Y")b�,)R 4�H℄B degmδ(x) = m, 0 mδ(x) = g(x). 2{ 11: u W = 〈v〉 y σ- �7NP?�iJ δ = σ|W , 9 W ⊆ Ker(mδ(σ)).

6.2 nr`℄VY^-Vsb�M��	aO#C §5 J�#R 16 ''���P?�+I#R�Wb 21. u V y2 F s n ���P?� σ y V �".���8�r σ �;�%�x�
mσ(x) = pe1

1 (x)pe2

2 (x) · · · pem
m (x),=S pi(x), 1 ≤ i ≤ m, �5Æ���z"ÆO6%�x�9 V +I�

V = Kerpe1

1 (σ) ⊕ Kerpe2

2 (σ) ⊕ · · · ⊕ Kerpem
m (σ),iJ Kerpei

i (σ) := {v ∈ V | pei

i (σ)(v) = 0 } y V � σ- Æ�NP?� σ|Kerp
ei
i (σ) �;�%�x� pei

i (x), 1 ≤ i ≤ m.
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J"��^. Kerpei

i (σ) O+I��7NP?�D3
Kerpei

i (σ) = Wi1 ⊕ Wi2 ⊕ · · · ⊕ Wiki
,iJ σ|Wij

�;�%�x� p
eij

i (x), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki, j ei = ei1 ≥ ei2 ≥ · · · ≥

eiki
≥ 1, 1 ≤ i ≤ m.

V �1/ σ �� (N p
eij

i , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki, , σ �"m#�/y� V O#+I��7NP?�D3
V = (W11 ⊕ W12 ⊕ · · · ⊕ W1k1

) ⊕ · · · ⊕ (Wm1 ⊕ Wm2 ⊕ · · · ⊕ Wmkm
).�7Ne Wij �G� p

eij

i (x), =�H+t δij := σ|Wij
-;�%�x p

eij

i (x). r
degp

eij

i (x) = dij , 9
Sij = {vij , δij(vij), δ

2
ij(vij), · · · , δ

dij−1
ij (vij)} = {vij , σ(vij), σ

2(vij), · · · , σ
dij−1(vij)}y Wij �:�& δij 8: Sij 
�K>�.K> C(p

eij

i (x)), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki.�# σ 8:
S = {S11, · · · , S1k1

, · · · , Sm1, · · · , Smkm
}
�K>�

Q =





















C(pe11

1 (x))
· · ·

C(p
e1k1

1 (x))
· · ·

C(pem1

1 (x))
· · ·

C(p
emkm

1 (x))





















.

sbK> Q �� σVubT|q. ,��P?+I��"��=��-R
M�y�"m#�� 2#&2 F s n G)> A � iyXog � tA(x) := |xIn − A|, =S In y n G��K>�u σ y2 F s n���P? V �".���8�u σ 8: S 
�K>y
A. (��".���88Æ�:
�K>y�}��&�}�K>-����?%�x��#O##& σ ��?%�x� tσ(x) := tA(x), =S A y σ 8".:
�K>�tb 5. u

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + am−1x

m−1 + amxm ∈ F [x],
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$*�.K>�
C(p(x)) =















0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

0 1 · · · · · · · · ·
...

...
... 0 −am−2

0 0 · · · 1 −am−1















.9
|xIm − C(p(x))| = p(x),=
tC(p(x))(x) = C(p(x)).zd�[QU�� 2ej 8. u σ y2 F s n ���P? V �".���8� Q y σ �-R
M��9

tσ(x) = |xIn − Q| =
∏

1≤i≤m,1≤j≤ki

p
eij

i (x). 2	F mσ(x) =
∏

1≤i≤n p
ei1

i (x), tσ(x) =
∏

1≤i≤m,1≤j≤ki
p

eij

i (x), 	a-k
 3. u σ y2 F s n ���P? V �".���8�9
(1) σ �;�%�x mσ(x) 3�?%�x tσ(x) -���~(N�
(2) mσ(x)|tσ(x), (& tσ(σ) = 0. 2
6.3 Jordan T|qr2 F s�o%*�{%�x�/p8 F J�� F � UhSw. (��{
2sÆO6%�xF-"�(x��{
2���TNy,{2 C. u σ y C s-����P? V �".���8�

mσ(x) = (x − λ1)
e1(x − λ2)

e2 · · · (x − λm)em ,=S λ1, λ2, · · · , λm y C JÆ��4~�M\D3+I#RJ�7NP? Wij , G� p
eij

i (x), =�H+t δij := σ|Wij
-;�%�x p

eij

i (x). Wij -:
Sij = {vij , δij(vij), δ

2
ij(vij), · · · , δ

dij−1
ij (vij)} = {vij , σ(vij), σ

2(vij), · · · , σ
eij−1(vij)}.$A

Jij = {vij , (δij − λi)(vij), (δij − λi)
2(vij), · · · , (δij − λi)

eij−1(vij)}
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= {vij , (σ − λi)(vij), (σ − λi)
2(vij), · · · , (σ − λi)

eij−1(vij)}!y Wij �:�(�
δij(δij − λi)

k(vij) = (δij − λi)
k+1(vij) + λi(δij − λi)

k(vij), 1 ≤ k ≤ eij − 2;

δij(δij − λi)
eij−1(vij) = λi(δij − λi)

eij−1(vij).�#� δij = σ|〈vij 〉 8: Jij 
�K>� eij × eij K>
J(λi, eij) =













λi 0 · · · · · · 0
1 λi · · · · · · 0
0 1 · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 0
0 0 · · · 1 λi













.=.K>�� λi � Jordan a, = Jordan Q�8K$D�s4~� λi, 8
�$D��4~� 1, i04~� 0.Wb 22. u V y C s n ���P?� σ y V �".���8�r σ �;�%�x�
mσ(x) = (x − λ1)

e1(x − λ2)
e2 · · · (x − λm)em ,=S λ1, λ2, · · · , λm y C JÆ��4~�9 V +I�

V = (W11 ⊕ W12 ⊕ · · · ⊕ W1k1
) ⊕ · · · ⊕ (Wm1 ⊕ Wm2 ⊕ · · · ⊕ Wmkm

),iJ Wij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ki, y V � δij- �7NP?� δij = σ|〈vij 〉, ��;�%�xy V �� (N (x − λi)
eij , =S

ei = ei1 ≥ ei2 ≥ · · · ≥ eik1
≥ 1,� (N, σ �"m#�Z

Jij := {vij , (δij − λi)(vij), (δij − λi)
2(vij), · · · , (δij − λi)

eij−1(vij)}y 〈vij〉 �".:�9 σ 8:
{J11, · · · , J1k1

, · · · , Jm1, · · · , Jmkm
}
�K>�

J =





















J(λ1, e11)
· · ·

J(λ1, e1k1
)

· · ·
J(λm, em1)

· · ·
J(λm, emkm

)





















.
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sbK>�� σ � Jordan T|q. ,��P?+I��"��=�� Jordan
M�y�"m#�� 2mj�
1. A
#R 20.

2. A
)R 5.

3. u σ y2 F s n ���P? V �".���8�A
� V �"�7NP?��+� �By mσ(x) = tσ(x).

4. u A y C s n GK>�A
� A �}/$D>��+� �By mσ(x) F-�/�
5. u A y C s n GK>�A
� A 1iLGK> AT �}�
7. u A,B y C s n GK>�A
� A �}/ B ��+� �By$/o%�,{ α - I(αIn − A)d =I(αIn − B)d, 1 ≤ d ≤ n.

8. u σ y Cs 9���P? V �".���8�σ �� (N� (x− 1)3, (x−

1), (x + 1)2, (x + 1), (x + i), (x − i).

(1) �� σ � Jordan 
M��
(2) 8 R s�� σ �-R
M� (� (N�x3Æ�(N�x).

9u σy Cs 6���P? V �".���8�σ �Æ�(N� (x−1), (x−1)2,

(x − 1)2(x + 1). �� σ �-R
M�3 Jordan 
M��
10. u mσ(x) = pe1

1 (x)pe2

2 (x) · · · pem
m (x), tσ(x) = pd1

1 (x)pd2

2 (x) · · · pdm
m (x). A
�

didegpi(x) = dimKer(pei

i (σ)).

11. u A ∈ Qn×n, A��?%�x tA(x)8 QsÆO6�kA�A �-R
M�F-"..K>�&C A LRy C s�K>�i Jordan
M�y".$DK>�
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