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§9.2 NJTKQOU�PVMSp�KT C h&���9)�5= 9.2.1 f A n C h n F#�$�a r(A) = r, !� C h n FL\I$ C, l�

CTAC =

(

Er O

O O

)

. (1)m (5) �� C h#�I$ <|7��� :6E.H� �� AT = A, 6� L\I$ C1, l
CT

1 AC1 = diag{d1, d2, d3, · · · , dn}.�� r(A) = r, +i di 6= 0, 1 ≤ i ≤ r, dj = 0, r + 1 ≤ j ≤ n. S
C2 = diag{

√

d1,
√

d2, · · · ,
√

dr, 1, · · · , 1}.A C = C1C2, ! C L\a
CTAC =

(

Er O

O O

)

.

2�&������Hn5= 9.2.1’ f f(x1, x2, · · · , xn) n C h.� r � n �&���!�� ,}>	Æz? X = CY ,l
f(x1, · · · , xn) = y21 + y22 + · · ·+ y2r .C? 9.2.1 C h#�I$ A <|� B ��-��{Cn r(A) = r(B).� xU R h&���9)�5= 9.2.2 f A n R h.� r � n F#�$�!� R h n FL\I$ C, l�
CTAC =





Ep O O

O −Eq O

O O O



 ,^/ p+ q = r.H� �� AT = A, 6� L\I$ C1, l
CT

1 AC1 = diagd1, d2, d3, · · · , dn.
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�� r(A) = r, +i di > 0, 1 ≤ i ≤ p, dj < 0, p+ 1 ≤ j ≤ p+ q = r, dl = 0, r + 1 ≤ l ≤ n. S
C2 = diag

√

d1, · · · ,
√

dp,−
√

dp+1, · · · ,−
√

dp+q , 1, · · · , 1.A C = C1C2, ! C L\a
CTAC =





Ep O O

O −Eq O

O O O



 .

25= 9.2.2’ f f(x1, x2, · · · , xn) n R h.� r � n �&���!�� ,}>	Æz?�l
f(x1, · · · , xn) = y21 + y22 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q.�Y�8Æ NrZ N/� p, q n�� ��5= 9.3.3(9F5=) i f(x1, x2, · · · , xn) n R h n �&���f ,}>	Æz? X = BY �

X = CZ, -�D f(x1, x2, · · · , xn) >�O4
0��
y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r ,

z21 + · · ·+ z2k − z2k+1 − · · · − z2r ,!�� p = k.H� (''�i p > k, KT�m
y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2r = z21 + · · ·+ z2k − z2k+1 − · · · − z2r . (2)�� X = BY a X = CZ, �n Z = C−1BY , S

C−1B =









c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
· · · · · · · · · · · ·
cn1 cn2 · · · cnn









.!














z1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn
z2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn
· · ·
zn = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

.�� p > k,  _�	Æ*�2






























c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn = 0
· · ·
ck1y1 + ck2y2 + · · ·+ cknyn = 0
yp+1 = 0
· · ·
yn = 0/�� n 4�(q��-� n− (p−k) < n 4*��v���,RG�i��4,RG yi = ai, 1 ≤ i ≤ p,

yj = 0, p+ 1 ≤ j ≤ p+ q, �e (6) m�3	� a21 + a22 + · · ·+ a2p > 0, �` k ;*� P zi = 0,

1 ≤ i ≤ k. 6 (6) m�	 ≤ 0, V$�6 p ≤ k. |N k ≤ p. �� p = k. 2
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�X� N/� p �k#�I$ A � G9FIA, q � A � 89FIA, s = p− q � A � 7;4,|j�-��� A �&��� G9FIA, 89FIA ; 7;4. �d�k#�$�&8Æ,q��w�&y%*�4q�18Æ,q��w�1y%*�4q� s4q p, q, r, s /�f ^/O4q�^�O4qH P�v��C? 9.2.2 f A, B n R h n F#�I$�!�Q{C�B�
(1) A ∼ B;

(2) A � B �
|�&8Æ,q;18Æ,q�
(3) A � B �
|�.�/:Æ�
(4) A � B �&y%*�4q
|�1y%*�4q
|�> 1 o-� R ; C h℄"�QI$n.<|�
t�
��
A =





−1
1

2



, B =





1
1

−2



, C =





2 −3
−3 −2

−2



< �� A,B,C J�L\$�v� C h; R h A,B,C !
�� C h A,B,C <|��� A,B �&8Æ,qn 2 �18Æ,qn 1, % C �&8Æ,qn 1 �18Æ,qn 2, v� Rh A,B <|��� A,B,C �y%*=
��v� C h; R h A,B,C !=
t�> 2 i A n C h n F#�$�a r(A) = r. 'Z A L-G� n 4.� 1 �#�I$);�H� �� AT = A, v�� C h n FL\I$ C l�
A = CT

(

Er O

O O

)

C.%
(

Er O

O O

)

= E11 + E22 + · · ·+ Err.S Ai = CTEiiC,1 ≤ i ≤ r, ! r(Ai) = 1, AT
i = Ai, a A = A1 +A2 + · · ·+Ar.> 3 i&�� f(x1, x2, x3) = ax2

1 + ax2
2 + (a− 1)x2

3 + 2x1x3 − 2x2x3.

(1) b&�� f(x1, x2, x3) �v�y%*�
(2) f&���9)� y21 + y22 , b a �*�< (1) &���I$n

A =





a 0 1
0 a −1
1 −1 a− 1



 .�� det(λE−A) = (λ−a)(λ−a+2)(λ−a−1), v� A�g4y%*n λ1 = a, λ2 = a−2, λ3 = a+1.

(2) �&���9)( A �O4y%*n&kq��4y%*�R�v� a = 2.DB
1. v� C h n F#�$�#<|7�-M�5��M�v� R h n F#�$�#<|7�-M�5��M�
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2. i A � C h#�$�!� |A| 6= 0 j� A∗, A−1 J� A <|�
3. i A � n F0#�I$�a A �.� r, b'� A �L-G� A = BTB, ^/ B n.� r �

n FI$�
4. ik&��

f(x1, x2, · · · , xn) = y21 + · · ·+ y2k − y2k+1 − · · · − y2k+s,^/ yi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn, 1 ≤ i ≤ k + s. b'�&�� f(x1, x2, · · · , xn) �&8Æ,q
p ≤ k, 18Æ,q q ≤ s.

5.  &�� f(x, y, z) = ayz + bzx+ cxy �.;/:Æ�
6. i A n n FkL\$�b

B =

(

O A

AT O

)�&18Æ,q�
7. i A � n FL\k#�I$� Aij n A /��u aij ��q�1m� 1 ≤ i, j ≤ n. KT&��

f(x1, x2, · · · , xn) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

Aij

|A|
xixj .

(1) ��2&���I$��'Zwn A−1;

(2) &�� g(x1, x2, · · · , xn) = (x1, x2, · · · , xn)A(x1, x2, · · · , xn)
T � f(x1, x2, · · · , xn) �9)n.<|�rZN��
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