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§1.7 Laplace !QIPNGSQO QF Laplace !Q�2$�8(fFKw>����VxO�� V (�) 5M�#O�o � (V)5M��?�EZ2E
/�k�Vx |A|�� i1 ��� i2 ��· · ·,� ik �";� j1 V�� j2 V�· · ·,� jkV��s�0��f� 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n ��1P |A| ��$Æ?, k C�Vx��; |A| � * k CCx�=
A

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk
ai2j1 ai2j2 · · · ai2jk
· · · · · · · · · · · ·
aikj1 aikj2 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1)3�Vx |A| �l�� i1 ��� i2 �� · · ·, � ik �";� j1 V�� j2 V� · · ·,� jk V"5u��0��1P��$Æ?, * n− k C�Vx�� (1) �-Cx�=

M

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]qX p = i1 + i2 + · · ·+ ik,q = j1 + j2 + · · ·+ jk, =
Â

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
= (−1)p+qM

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]�;x (1) ���-Cx�	DB�9`�~ Laplace !Q�
Laplace HK t |A| z n C�Vx�3 |A| �ok k � (V), [2, k �

(V) �m� k CCx.�_�$'���-Cx�Æ:;4�, |A|. <qk! k*� 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, 4
|A| =

∑

1≤j1<j2<···<jk≤n

A

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
Â

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
. (2)	��qk! k *V� 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n, 4

|A| =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

A

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
Â

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
. (3)
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L 1 3 4 C�Vx ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 2
3 0 1 5
1 −2 0 3
−2 −4 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
,.!�&���r��4J* C2

4 = 6 *&CCx
A

[
2 3
1 2

]
=

∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
3 0
1 −2

∣∣∣∣ = −6

A

[
2 3
1 3

]
=

∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
3 1
1 0

∣∣∣∣ = −1

A

[
2 3
1 4

]
=

∣∣∣∣
a21 a24
a31 a34

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
3 5
1 3

∣∣∣∣ = 4

A

[
2 3
2 3

]
=

∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
0 1
−2 0

∣∣∣∣ = 2

A

[
2 3
2 4

]
=

∣∣∣∣
a22 a24
a32 a34

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
0 5
−2 3

∣∣∣∣ = 10

A

[
2 3
3 4

]
=

∣∣∣∣
a23 a24
a33 a34

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1 5
0 3

∣∣∣∣ = 3�'��-Cx
Â

[
2 3
1 2

]
= (−1)2+3+1+2

∣∣∣∣
a13 a14
a43 a44

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
−1 2
1 6

∣∣∣∣ = −8

Â

[
2 3
1 3

]
= (−1)2+3+1+3

∣∣∣∣
a12 a14
a42 a44

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣
2 2
−4 6

∣∣∣∣ = −20

Â

[
2 3
1 4

]
= (−1)2+3+1+4

∣∣∣∣
a12 a13
a42 a43

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
2 −1
−4 1

∣∣∣∣ = −2

Â

[
2 3
2 3

]
= (−1)2+3+2+3

∣∣∣∣
a11 a14
a41 a44

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1 2
−2 6

∣∣∣∣ = 10

Â

[
2 3
2 4

]
= (−1)2+3+2+4

∣∣∣∣
a11 a13
a41 a43

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣
1 −1
−2 1

∣∣∣∣ = 3

Â

[
2 3
3 4

]
= (−1)2+3+3+4

∣∣∣∣
a11 a12
a41 a42

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1 2
−2 −4

∣∣∣∣ = 0
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! Laplace !Q
|A| =

∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a13 a14
a43 a44

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a12 a14
a42 a44

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
a21 a24
a31 a34

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a12 a13
a42 a43

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a14
a41 a44

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a22 a24
a32 a34

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a13
a41 a43

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
a23 a24
a33 a34

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a12
a41 a42

∣∣∣∣

= (−6)(−8) + (−1)(−20) + 10× 1 + 3× 0 = 90.U Laplace !Q�9`�!!$ n C�Vx* n! ��f�℄ �3
NY'3i��) n *0�D� |A| �℄ ��℄ V�*hG* *0�38 ���q.! |A| � k � (V), 4 +* Ck
n *
	�Cx�℄*Cx�m5M5* k! ���'�-Cx�* Ck

n *�℄*-Cx�m5M5* (n− k)! ��%�3 Laplace !Q� (2)(9 (3)) �+# +* k!(n − k)!ckn = n! ���"p0d9`℄* k CCx;f��-Cx;:��℄ �"}, |A| �5Mx�I9`U
Laplace !Q�RK n C�Vx |A| �o k CCx.f��-Cx;:�5Mx�℄ �"}, |A| �5Mx�TM {�NY�|i�� i1 = 1, i2 = 2, · · · , ik = k;j1 = 1, j2 = 2, · · · , jk = k.�v

|A| =

∣∣∣∣
A1 ∗
∗ A2

∣∣∣∣ , f�A1 = A

[
1 2 · · · k

1 2 · · · k

]
A2 = Â

[
1 2 · · · k

1 2 · · · k

]

A1 �℄ �J*�x
(−1)N(j1,j2,···,jk)aj11aj22 · · · ajkk.

A2 �℄ �J*�x
(−1)N(jk+1,jk+2,···,jn)ajk+1k+1ajk+2k+2 · · ·ajnn,�"

A

[
1 2 · · · k

1 2 · · · k

]
Â

[
1 2 · · · k

1 2 · · · k

]�o �J*�V�x�
(−1)σaj11aj22 · · · ajkkajk+1k+1 · · · ajnn (4)
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f� σ = N(j1, j2, · · · , jk)+N(jk+1, jk+2, · · · , jn). �� (j1, j2, · · · , jk)z (1, 2, · · · , k)� *eV� (jk+1, jk+2, · · · , jn) z (k + 1, k + 2, · · · , n) � *eV�-
N(j1, j2, · · · , jk) +N(jk+1, jk+2, · · · , jn) = N(j1, j2, · · · , jk, jk+1, jk+2, · · · , jn)< (4) x�y |A| �b ���3�Z �i��t 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n; 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n.H1 i1 − 1 ��WT�67�O�� i1 � �� 1 ��	QH i2 − 2 �$7O� i2 � >� 2 �� · · ·, H1 (i1 − 1) + (i2 − 2) + · · · + (ik − k) = (i1 +

i2 + · · · + ik) −
1
2
k(k + 1) �$7O�� i1, i2, · · · , ik � >g k ��	Q�H1

(j1 + j2 + · · ·+ jk)−
1
2
k(k + 1) �$7�O?� j1, j2, · · · , jk V >g k V�%�

|A| H (i1 + i2 + · · ·+ ik) + (j1 + j2 + · · ·+ jk)− k(k + 1) ���V$7�� ��Vx
|C| =

∣∣∣∣
D ∗
∗ B

∣∣∣∣f� |C| = (−1)p+q−k(k+1)|A| = (−1)p+q|A|,p = i1+i2+· · ·+ik,q = j1+j2+· · ·+jk.

|B|zCx |D|3 |C|��-Cx�(#z��-Cx). )g�Z1i�:�|D||B|��o �"z |C| ������n)!$
Â

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
= (−1)p+q|B|%�

A

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
Â

[
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

]
(5)��o �"z (−1)p+q|C| = |A| ��� 2�� Laplace !Q�9`�TM =�9 (2) x� (3) x	QO9�)&QO: (5) x�o �L}, |A|�5Mx�� i1, i2, · · · , ik .!v�$
	� 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n, ) (5) x5M����\*A(��h +* n! �� |A| �5Mx��* n! ��%� (2)xR� 2
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L 2

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 2 −1
0 −1 0 1 2
2 1 1 3 −1
1 2 2 1 0
0 3 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣J � 1,3 V*B% 0 0�3�&VsF Laplace 5M�
|A| =

∣∣∣∣
−1 1
2 1

∣∣∣∣ · (−1)1+3+1+3

∣∣∣∣∣∣

−1 1 2
2 1 0
3 1 3

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
−1 1
1 2

∣∣∣∣ · (−1)1+4+1+3

∣∣∣∣∣∣

−1 1 2
1 3 −1
3 1 3

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
2 1
1 2

∣∣∣∣ · (−1)3+4+1+3 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
−1 1 2
3 1 3

∣∣∣∣∣∣
= −132L 3 j�Vx

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akk 0 · · · 0
ak+11 ak+12 · · · ak+1k ak+1k+1 · · · ak+1n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ank ank+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣J �g k �5M�4*
|A| =

∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k
· · · · · · · · ·
ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

ak+1k+1 · · · ak+1n

· · · · · · · · ·
ank+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣
.S�� P44 4�N� P37 2, 3�6� P47 20
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