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a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(∗)

OP�QM;<R A, β =




b1

b2

...
bm


, S (∗) TUR

AX = β,

O
A = (α1, α2, · · · , αn), Ã = (α1, α2, · · · , αn, β). S (∗) TUR

β = x1α1 + x2α2 · · · + anαn,

VL( (∗) TUR

L(α1, α2, · · · , αn) = L(α1, α2, · · · , αn, β).

;<
Ã = (A, β), WR (∗) �XY;<7
Z[

1 '����� (∗) \(
(1) ] r(Ã) 6= r(A), S���^�_
(2) ]] r(Ã) = r(A) = n, S���`a)*�_
(3) r(Ã) = r(A) < n, S���a^bcJ�7
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de ����� (∗)a��fghijkl β Tm α1, α2, · · · , αn ��Un(
fghijkl r(Ã) = r(A).o

r(Ã) = r(A) = n p(a m ≥ n. qors��-%t(Tu Ã �v n Jwxy��^C(z{wxylv n Jwxy����|(}~� m− n
wlc{�7}~��*J n JKLM n J���N������(zQM;<�=(

m Cramer 0SL&')*�7o
r(Ã) = r(A) = r < n. T����%t ��c{��-�T�����

����������




a11x1 + · · ·+ a1rxr + a1r+1xr+1 + · · ·+ a1nxn = b1

· · · · · · · · ·

ar1x1 + · · ·+ arrxr + arr+1xr+1 + · · · + arnxn = br

}R r(A) = r, �3�-�a*J r ��-�R 0,
��u

∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1r

· · · · · · · · ·

ar1 · · · arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0,

F

G��*Ja n − r J�M������




a11x1 + · · ·+ a1rxr = b1 − a1r+1xr+1 − · · · − a1nxn

· · · · · · · · ·

ar1x1 + · · ·+ arrxr = br − arr+1xr+1 − · · · − arnxn

(∗∗)

��
xr+1, · · · , xn �*J�(�� (∗∗) a)*�(���� (∗) a^bcJ�7 2

Z� ����� (∗) WR �� �(]�a�M� bi �R 0. �SWR ���

������7 W AX = 0 l� AX = β  ¡�$%�����7
HI$%����� AX = 0. }R r(Ã) = r(A), �3�a� x1 = · · · =

xn = 0,
o

r(A) = n p(a)*�_o r(A) < n pa^bc�7
Z[

2 ua$%����� AX = 0,
z\ A l m × n �;<7] r(A) =

r < n, S�����¢£6N Kn �*J n − r ¤�127
deO

AX = 0��¥|R W . }R 0 ∈ W ,�3W #17¦�§ X, Y ∈ W ,

S AX = 0, AY = 0, �3 A(X + Y ) = AX + AY = 0,
�

X + Y ∈ W .
¦�§

X ∈ W , a ∈ K, AaX = aAX = 0, �3 aX ∈ W , �3 W l Kn ��127
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u r(A) = r < n,
�

AX = 0 T¨R




a11x1 + · · · + a1rxr = −a1r+1xr+1 − · · · − a1nxn

· · · · · · · · ·

ar1x1 + · · ·+ arrxr = −arr+1xr+1 − · · · − arnxn

�� 



x1 = c1r+1xr+1 + · · · + c1nxn

· · · · · · · · ·

xr = crr+1xr+1 + · · · + crnxn

z\ xr+1, · · · , xn T��©M(ª%�




xr+1 = 1, xr+2 = 0, · · · , xn = 0
xr+1 = 0, xr+2 = 1, · · · , xn = 0
· · · · · · · · ·

xr+1 = 0, xr+2 = 0, · · · , xn = 1

��J n − r �«

η1 =




c1r+1

...
crr+1

1
0
...
0




, η2 =




c1r+2

...
crr+2

0
1
...
0




, · · · , ηn−r =




c1n

...
crn

0
0
...
1




,

�¬®
η1, η2, ηn−r ��^C7u η l AX = 0 ��*�(u η =




a1

a2

...
an


, S η

h¯�° 



a1 = c1r+1ar+1 + · · · + c1nan

· · · · · · · · ·

ar = crr+1ar+1 + · · · + crnan

?l η = ar+1η1 + ar+2η2 + · · ·+ anηn−r, �3 η1, η2, · · · , ηn−r l W �*�±7}~
dimW = n − r. 2

² W η1, η2, · · · , ηn−r

R$%����� AX = 0 � ³´µ¶.
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·¸ u A l m × n
;<(S r(A) = r �fghijkl AX = 0 ��12

�¤M n − r.

Z[
3 u A l m× n

;<( AX = β l�����( r(Ã) = r(A) = r < n.

u AX = 0 a±¹�Q η1, η2, · · · , ηn−r, º γ l AX = β �*J»�(S AX = β

��¢£R

a1η1 + a2η2 + · · · + an−rηn−r + γ,

z\ a1, a2, · · · , an−r T��§M7
de u γ l AX = β ��(α l AX = 0 ��(S α + γ l AX = β ��(

�3 a1η1 + a2η2 + · · · + an−rηn−r + γ l AX = β ��7
u γ l AX = β �*J¼½�(¦ AX = β ��§� ξ, Aξ = β = Aγ, A(ξ −

γ) = 0, �3 ξ − γ = a1η1 + a2η2 + · · · + an−rηn−r, �3 ξ = a1η1 + a2η2 + · · · +

an−rηn−r + γ. 2

¾
1 




x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 + x5 = 7
2x1 + 6x2 + 5x4 + 2x5 = 5
4x1 + 11x2 + 8x3 + 5x5 = 3
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 + x5 = −2

µ




1 3 −2 4 1 7
2 6 0 5 2 5
4 11 8 0 5 3
1 3 2 1 1 −2


 −→




1 3 −2 4 1 7
0 0 4 −3 0 −9
0 −1 16 −16 1 −25
0 0 4 −3 0 −9


 −→

· · · −→




1 3 −2 4 1 7
0 1 −16 16 −1 25
0 0 4 −3 0 −9
0 0 0 0 0 0


 −→




1 0 0 −19

2
4 71

2

0 1 0 4 −1 −11
0 0 1 −3

4
0 −9

4

0 0 0 0 0 0


 ,

�3 AX = β a»� γ =




71

2

−11
−9

4

0
0




, ¿ AX = 0 a±¹�Q η1 =




19

2

−4
3

4

1
0




, η2 =

4






−4
1
0
0
1




, �3�����¢À�R γ + a1η1 + a2η2,
z\ a1, a2 ∈ K.

¾
2 u Am×n, Bn×s

�°
AB = 0, S r(A) + r(B) ≤ n.

de O
B = (β1, β2, · · · , βs), S AB = 0 �fghijkl Aβi = 0, 1 ≤

i ≤ n. �3 β1, β2, · · · , βs l AX = 0 ��(}~ r(β1, β2, · · · , βs) ≤ n − r(A).
�

r(A) + r(B) ≤ n.

¾
3 u Am×n lÁ;<7Â@« r(A′A) = r(A) = r(AA′).

de FG@A AX = 0
�

A′AX = 0 ��(Sa r(A′A) = r(A). ÃÁ�(
AX = 0��ÄÅl A′AX = 0��7u X l A′AX = 0��(Sa X ′A′AX = 0.Æ

AX = Y , Y = (y1, y2, · · · , yn)
′, Sa Y ′Y = 0, Ç y2

1 +y2
2 + · · ·+y2

n
. }R yi ∈ R,

�3 yi = 0, 1 ≤ i ≤ n, Ç Y = 0,ÈÉl AX = 0. �3 AX = 0��Èl AX = 0

��(}~ AX = 0
�

A′AX = 0 ��7�a r(A′A) = r(A).

��( A′X = 0
�

AA′X = 0 ��(� r(AA′) = r(A′) = r(A). 2

¾
4 u Am×n, Bn×l. Â@« ABX = 0

�
BX = 0 ���fghijkl

r(AB) = r(B).

de u V1 l ABX = 0 ��12(V2 l BX = 0 ��12(SÄÅ V2 ⊆ V1,

dimV2 = l − r(B), dimV1 = l − r(AB), �3 r(AB) = r(B) ⇔ dimV2 = dimV1

⇔ V1 = V2 ⇔ ABX = 0
�

BX = 0 ��7 2

¾
5 u An×n, S r(A?) =





n, r(A) = n

1, r(A) = n − 1
0, r(A) < n − 1

ÊË« P153 2(2), 4(2), 7, P154 9, 11.
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a, b g/�©�p(���a�(a)*�(a^bcJ�( 'a�pÂ®�a�7
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ÐÊE« P154 8

ÑHE« P153 3, 5, 6, P154 10.
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