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�^qr����e 0 < dimV0 < dimV .
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(2) K [�}M n ~`f���&�0� V 1 Kn×n
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n ~�`f���&�0� U 1 Kn×n
����V
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V1, V2 1 V
�����e V1 ∩ V2 1 V

�����f� V1 t V2
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V1, V2 1 V

����� V1 * V2, V2 * V1,
e V1 ∪ V2

J1���V��
[�� α ∈ V1 \ V2, β ∈ V2 \ V1,

e α + β 6∈ V1 ∪ V2.w
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V1, V2 1 V
�����e V1 + V2 = {α + β|α ∈ V1, β ∈ V2} 1 V
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S 1\]�� V
��0�

L(S) := {a1α1 + · · ·+ amαm | m ∈ N, αi ∈ S, ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ m}
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1 V
�����f� � S ������. ����� S = {α1, α2, · · · , αm}, L(S) =

{a1α1 + · · ·+ amαm|ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ m}.

w
5 (1) α�/α1, α2, · · · , αm

\])*��@����1 α ∈ L(α1, α2, · · · , αm).

(2)
Y

ε1, ε2, · · · , εm 1 V
�UOH�e L(ε1, ε2, · · · , εm) = V .
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(1) L(S) 1 V
�����Y V0 123 S

�����e L(S) ⊆ V0,
L�

L(S) = ∩i∈IVi, �F Vi, i ∈ I 1 V
�23 S

�}M���V
(2)
Y

ξ1, ξ2, · · · , ξm 1 S
F��\]�� �e L(S) = L(ξ1, ξ2, · · · , ξm), _

dimL(S) = m.

w
6
Y

V1, V2 1 V
�����e L(V1 ∪ V2) = V1 + V2.¡¢ `lm� α ∈ L(V1∪V2),

e α = a1α1+· · ·+asαs+b1β1+· · ·+btβt, ai, bj ∈

K, αi ∈ V1, βj ∈ V2,
}£

α ∈ V1 + V2,
}£

L(V1 ∪ V2) ⊆ V1 + V2.

�¤�Y α ∈ V1 + V2, ¥¦ α1 ∈ V1, α2 ∈ V2 §¨ α = α1 + α2 ∈ L(V1 ∪ V2). 2
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V1, V2 1\]�� V
�MNB����e

dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) = dimV1 + dimV2.

¡¢ Y
dim(V1 ∩ V2) = m, dimV1 = m + r, dimV2 = m + t.

�i V1 ∩ V2

�H
α1, · · · , αm

G� V1

�H
α1, · · · , αm, β1, · · · , βs,

G� V2

�H
α1, · · · , αm, γ1, · · · , γt,©{=>

α1, · · · , αm, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt 1 V1 + V2

�HV��[�`ªlm�
α + β, �F α ∈ V1, β ∈ V2,

eL� α �£)� α1, · · · , αm, β1, · · · , βs

�\
] �� β �£)� α1, · · · , αm, γ1, · · · , γt

�\] ��}£ α + β �£)�
α1, · · · , αm, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt

�\] �V«U+{�Y

a1α1 + · · ·+ amαm + b1β1 + · · ·+ bsβs + c1γ1 + · · · + ctγt = 0, (∗)

e a1α1 + · · · + amαm + b1β1 + · · · + bsβs = −c1γ1 − · · · − ctγt ∈ V1 ∩ V2.
}£¥¦

d1, · · · , dm, §¨ −c1γ1 − · · ·− ctγt = d1α1 + · · ·+ dmαm.
L� α1, · · · , αm, γ1, · · · , γt

1 V2

�H�}£
ci = 0, 1 ≤ i ≤ t, dj = 0, 1 ≤ j ≤ m. ¬�/ (*)
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a1α1 + · · ·+ amαm + b1β1 + · · ·+ bsβs = 0.
/ª α1, · · · , αm, β1, · · · , βs 1 V1

�H�
}£

ai = 0, 1 ≤ i ≤ m, bj = 0, 1 ≤ j ≤ s. ¬� α1, · · · , αm, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt,L¯1 V1 + V2

�HV
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V1, V2, · · · , Vm 1\]�� V
�����` 1 ≤ i ≤ m ±M

Vi ∩ (V1 + · · · + Vi−1 + Vi+1 + · · · + Vm) = 0

ef V1 + V2 + · · · + Vm
� ²�, ³� V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm.
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(1) V1 + V2 = V1 ⊕ V2, · V1 ∩ V2 = 0;

(2)
Y

V0 = V1 + V2,
e V0

Fn'()*,¸U�· 0 = α1 + α2, αi ∈ Vi,
e

α1 = 0, α2 = 0;

(3)
Y

V0 = V1 + V2,
e V0

F'()� V1, V2

F'(¤ ¹�)*,¸U�·
α ∈ V0, α = α1 + β1 = α2 + β2, αi ∈ V1, βi ∈ V2,

e α1 = α2, β1 = β2;

(4) V1

�H
ξ1, · · · , ξs t V2

�H
η1, · · · , ηt º& V1+V2

�H
ξ1, · · · , ξs, η1, · · · , ηt;

(5) dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2.¡¢
(1) ⇒ (2) : 0 = α1+α2,

}£
α1 = −α2 ∈ V1∩V2 = 0,

}£
α1 = 0, α2 = 0.

(2) ⇒ (3) : α = α1 + β1 = α2 + β2,
e (α1 − α2) + (β1 − β2) = 0.

(3) ⇒ (4) : α ∈ V1 + V2, ¥¦ α1 ∈ V1, α2 ∈ V2, α1 ∈ L(ξ1, · · · , ξs), α2 ∈

L(η1, · · · , ηt),
}£

α ∈ L(ξ1, · · · , ξs, η1, · · · , ηt),· V1+V2

Flm»¼�/ ξ1, · · · , ξs,

η1, · · · , ηt

\])*V
«U+{�Y a1ξ1 + · · ·+ asξs + b1η1 + · · ·+ btηt = 0, e a1ξ1 + · · ·+ asξs ∈ V1,

b1η1 + · · ·+ btηt ∈ V2. ½¾ (3),
M

a1ξ1 + · · ·+ asξs = 0, b1η1 + · · ·+ btηt = 0,
}£

ai = 0, 1 ≤ i ≤ s, bj = 0, 1 ≤ j ≤ t.
}£

ξ1, · · · , ξs, η1, · · · , ηt

\]��V
(4) ⇒ (5) : ¿ÀV
(5) ⇒ (1) : ½¾BCDEV 2
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K [}M n ~`f��ÁÂ�&��� V ,
}M

n ~�`f���&
��� U , Ã=s Kn×n = V ⊕ U

IÃ dimV, dimU .
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¡¢ `lm A ∈ Kn×n, A = A+A′

2
+ A−A′

2
, A+A′

2
∈ V, A−A′

2
∈ U ,

}£
Kn×n =

V + U .

«U+{�Y A ∈ V ∩ U , e A′ = A, A′ = −A, A = −A, A = 0, · V ∩ U = 0,}£
Kn×n = V ⊕ U .

V
MH

Eij +Eji, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
}£

dimV = (n+1)n
2

, U
MH

Eij −Eji, 1 ≤ i <

j ≤ n,
}£

dimU = (n−1)n
2

, dimV + dimU = (n+1)n
2

+ (n−1)n
2

= n2 = dimKn×n. 2
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V = U ⊕ W, U = U1 ⊕ U2,
e V = U1 ⊕ U2 ⊕ W .

¡¢Ä Y
ξ1, · · · , ξr 1 U1

�H�
η1, · · · , ηs 1 U2

�H�
ζ1, · · · , ζt 1 W

�H�
L� U = U1 ⊕ U2,

}£
ξ1, · · · , ξr, η1, · · · , ηs 1 U

�H�ÅL� V = U ⊕ W ,
}£

ξ1, · · · , ξr, η1, · · · , ηs, ζ1, · · · , ζt 1 V
�H�}£

V = U1 ⊕ U2 ⊕ W .¡¢Æ `lm� α ∈ V,
L� V = U ⊕ W ,

}£¥¦ β ∈ U, γ ∈ W , §¨
α = β + γ,

ÅL� U = U1 ⊕ U2,
}£¥¦ βi ∈ Ui, 1 ≤ i ≤ 2, § β = β1 + β2,

}£
α = β1 + β2 + γ,

}£
V = U1 + U2 + W .«U+{�/ 0
�)*+,¸U (

/
α ∈ V

F)*+,¸Uk/ dimV =

dimU + dimW = dimU1 + dimU2 + dimW ) ±�¨Ç V = U1 ⊕ U2 ⊕ W . 2
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V1, V2, · · · , Vm 1\]�� V
�MNB����Ã=s dim(V1 + · · · +

Vm) + Σm

i=2dim(Vi ∩ Σi−1
j=1Vj) = Σm

i=1dimVi.
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P144 4, 10

�
P155, 2, 4, 9

Î�¶V (1)
Y

A ∈ Kn×n, Ã=s V = {B ∈ Kn×n|BA = AB}
�&

Kn×n
�

���V
(2) ¦ (1)

FÏ
A =





1 1 0
0 1 1
0 1 1
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