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8788!"
9
V,W :;<12#=>ϕ : V →W :?8<@ABC#DE@F V GHI

8<JK α, LMN W GO88<JK β
0P@A#QR ϕ(α) = β S ϕ : α 7→ β.

;<!" ϕ : V → W
�

ψ : V → W TRUV#WQR ϕ = ψ, XY@FHI�
α ∈ V , LZ ϕ(α) = ψ(α).

9
ϕ : V → W :8<!"#[@FHI α 6= β ∈ V , Z ϕ(α) 6= ϕ(β), C\ ϕ

: ]=>.
V^_#@FHI α, β ∈ V ,

[
ϕ(α) = ϕ(β), `Z α = β.

9
ϕ : V →W :8<!"#@HI� β ∈W , MN8< α ∈ V ,

DE
ϕ(α) = β,

\ ϕ : a=>.

b$c%�!"\R dd=>.
V^_#@HI β ∈W ,MNO8�8< α ∈ V ,D

ϕ(α) = β.

!"
ϕ : V → U

0
ψ : U → W

�2TefR ψϕ : V → W , @F α ∈ V ,

ψϕ(α) := ψ(ϕ(α)).

g
1 (1) ϕ : R → R, x 7−→ x2 :h$h%!"i

(2) ϕ : R → [0,+∞), x 7−→ x2 :h$�%!"i
(3) ϕ : [0, 1] → [0,+∞), x 7−→ x3 :$�h%!"i
(4) ϕ : [0, 1) → [0, 1), x 7−→ x3 :88!"i
(5) ϕ : Kn×n → K,A 7−→ |A| :h$�%!"i
(6) ϕ : R

+ → R, x 7−→ logx :88!"i
(6) ϕ : K2 → K2,

(

a

b

)

7−→

(

b

0

)

:h$h%!"7
g

2 idV : V → V, x 7−→ x :88!"#\R jk=>.

1



lm !"
ϕ : V → W :88!"�no`�pq: ψ : W → V

D
ψϕ =

idV , ϕψ = idW .

rs no-�@F α1, α2 ∈ V ,
[
ϕ(α1) = ϕ(α2), C α1 = ψϕ(α1) = ψϕ(α2) =

α2. tu ϕ
$7

@FHI β ∈ W , vR ϕψ = idW , tu β = idW (β) = ϕ(ψ(β)), tuMN
α = ψ(β) ∈ V ,

DE
ϕ(α) = ϕ(ψ(β)) = β, tu ϕ :%!"7

`�-7@FHI β ∈W , vR ϕ :%!"#tuMN α ∈ V
DE

ϕ(α) = β,wvR ϕ :$!"#tu α :O8� (xC ϕ(α1) = β = ϕ(α), C α1 = α). y
ψ : W → V, ψ(β) = α, C ψ :8<!"7

@FHI α ∈ V, ψϕ(α) = ψ(β) = α = id(α), tu ψϕ = idV .

@FHI β ∈ W , MNO8 α ∈ V ,
DE

ϕ(α) = β, tu ϕψ(β) = ϕ(α) = β,

tu ϕψ = idW . 2

lm !"
ϕ : V → W :88!"# ψ : W → V :88!"#C ψϕ : V → Vz:88!"7

{7&'!"
|} 9

V, U :~� K �;<,-./#[MN88!" ϕ : V → U ,
c%�

(1) @HI� α, β ∈ V , ϕ(α+ β) = ϕ(α) + ϕ(β);

(2) @HI� α ∈ V , a ∈ K, ϕ(aα) = aϕ(α),

C\ ϕ :8<&'!"#W\ V
�

U :&'�,-./#Q V ∼= U .

g
3 �V!" idV : V → V, α 7→ α : V � V

�&'!"7
g

4 Kn×1 ∼= K1×n.

|� 9
V : K ��,-./# dimV = n, C V ∼= Kn.

rs �e V
�8<� ε1, ε2, · · · , εn, @ α ∈ V , α = a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn

c
��BO8#y

ϕ : V → Kn×1, α 7→











a1

a2
...
an











,

2



C ϕ :!"79 α = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn, β = b1ε1 + b2ε2 + · · · + bnεn.
[

ϕ(α) = ϕ(β), C ai = bi, 1 ≤ i ≤ n. � α = β. tu ϕ :$"i@FHI
(a1, a2, · · · , an)′ ∈ Kn, y α = a1ε1 + a2ε2 + · · · + anεn, CZ ϕ(α) = β, � ϕ :%!"i��@HI� α, β ∈ V , ϕ(α + β) = ϕ(α) + ϕ(β), @HI a ∈ K,α ∈ V ,

ϕ(aα) = aϕ(α). tu# ϕ :&'!"7 2

9
ε1, ε2, · · · , εn : V

�8��#c@FHI α,Z α = a1ε1+a2ε2+· · ·+anεn. �

(a1, a2, · · · , an)′\R αN� ε1, ε2, · · · , εn����#�QR α = (ε1, ε2, · · · , εn)











a1

a2
...
an











.

g
5 α =

(

2
3

)

N� e1 =

(

1
0

)

, e2 =

(

0
1

)

����R
(

2
3

)

; N�
e2 =

(

0
1

)

, e1 =

(

1
0

)

����R
(

3
2

)

; N� ξ1 =

(

1
0

)

, ξ2 =

(

1
1

)

���
�R

(

−1
3

)

.

|�
(1)
9

ϕ : V → W :,-&'#C ϕ(0) = 0;

(2)
9

ϕ : V → W :,-&'#C ϕ �,-U������R,-U�����#�,-������R,-������#� ϕ ��,-U�-i
(3)
9

ϕ : V → W :&'!"#CMN ψ : W → V :&'!"#DE
ψϕ = idV , ϕψ = idW ;

(4)
&'�4:V^�4i

(5) K �;<Z��,-./&'�c������~UV7
rs

(1) ϕ(0) = ϕ(0 + 0) = ϕ(0) + ϕ(0), tu ϕ(0) = 0.

(2)
9
α1, α2, · · · , αm: V G,-U�����#CMN��R 0

�
a1, a2, · · · , am,DE

a1α1 +a2α2 + · · ·+amαm = 0, tu 0 = ϕ(0) = ϕ(a1α1 +a2α2 + · · ·+amαm) =

a1ϕ(α1) + a2ϕ(α2) + · · ·+ amϕ(αm) tu ϕ(α1), ϕ(α2), · · · , ϕ(αm)
,-U�7

�8� #9 α1, α2, · · · , αm: V G,-������#¡¢ a1ϕ(α1)+a2ϕ(α2)+

· · · + amϕ(αm) = 0,
�

ϕ(a1α1 + a2α2 + · · · + amαm) = 0 = ϕ(0), vR ϕ :$!"#tu a1α1 + a2α2 + · · · + amαm = 0,
wvR α1, α2, · · · , αm

,-��#tu
a1 = a2 = · · · = am = 0, tu ϕ(α1), ϕ(α2), · · · , ϕ(αm)

,-��7

3



(3)
9

ϕ : V → W :&'!"7£¤¥#MN88!" ψ : W → V ,
DE

ψϕ = 1, ϕψ = 1, � ¦§ ψ(β1 + β2) = ψ(β1) + ψ(β2), ψ(λβ) = λψ(β), ¨©�#9
β1, β2 ∈ V , CMNO8 α1, α2 ∈ W ,

DE
ϕ(α1) = β1, ϕ(α2) = β2, ϕ(α1 + α2) =

β1 + β2, tu ψ(β1 + β2) = ψ(ϕ(α1 + α2)) = α1 + α2 = ψ(β1) + ψ(β2).
�8�

 #9 λ ∈ K, β ∈ W , MNO8 α ∈ V ,
DE

ϕ(α) = β, tu ϕ(λα) = λβ,, tu
ψ(λβ) = λα = λψ(β).

(4) ª«-� idV : V ∼= V ; @\-�£ (3); ¬-�9 ϕ : V −→W :&'!"#9
ψ : W → U :&'!"#C� ¤¥® ψϕ :88!"#c ψϕ(α + β) =

ψ(ϕ(α) + ϕ(β)) = ψϕ(α) + ψϕ(β), ψϕ(λα) = ψ(λϕ(α)) = λψϕ(α) = λ(ψϕ(α)).

(5)
9
ϕ : V ∼= W, dimV = n,

c
ε1, ε2, · · · , εn: V

��#C ϕ(ε1), ϕ(ε2), · · · , ϕ(εn)

N W G,-��#c@HI β ∈ W , MN α ∈ V ,
D

ϕ(α) = β, α = Σaiεi, tu
β = ϕ(α) = Σaiϕ(εi), � ϕ(ε1), ϕ(ε2), · · · , ϕ(εn) : W

�8<�#tu dimW = n.

ªP# dimV = dimW , C V ∼= Kn×1 ∼= W , tu V ∼= W . 2

g
6
9
V : n �,-./# ε1, ε2, · · · , εn : V

�8<�# α1, α2, · · · , αm N¯�����R X1, X2, · · · , Xm, C r(X1, X2, · · · , Xm) = r(α1, α2, · · · , αm).

rs N� ε1, ε2, · · · , εn �# ϕ : V −→ Kn×1,Σn

i=1aiεi 7−→











α1

α2
...
αn











, C ϕ :
&'!"7c

ϕ(αi) = Xi, 1 ≤ i ≤ m,
9

r(α1, · · · , αm) = r,
c

αi1, · · · , αir :
α1, · · · , αm

�°±,-���#vR ϕ
&'#tu ϕ(αi1), · · · , ϕ(αir) : Kn×1 G°±,-���#� Xi1, Xi2, · · · , Xir : X1, X2, · · · , Xm

�°±,-���#tu
r(X1, X2, · · · , Xm) = r(α1, α2, · · · , αm). 2

g
7N F [x]4 G#²³ f1(x) = 2+x+3x2+4x4, f2(x) = −1+2x+3x2+x3, f3(x) =

3 − x− x3 + 4x4
�´7

µ �e F [x]4
�� 1, x, x2, x3, x4,C fi(x)N¯�����o6R α1 =













2
1
3
0
4













,

4



α2 =













−1
2
3
1
0













, α3 =













3
−1
0
−1
4













,
£� ¶·® r(α1, α2, α3) = 2, tu r(f1, f2, f3) =

2. 2

¸¹�
P132 3, 4

ºn¸¹
1: ¦§ K2×2 ∼= K4,

W»¼&'!"7
ºn¸¹

2:
9

A : n ½¾¿À#ef ϕ : Kn → Kn, X 7→ AX,
�¦� ϕ :&'!"7

Á¡�N K2 G#y ϕ : K2 → K2,

(

a

b

)

7→

(

2b
−a

)

, C ϕ :&'!"7

5


