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1 � V, U
$(�

K
R��GH. ε1, ε2, · · · , εm

$
V
*=`:.��

(1) � ϕ, ψ ∈ L(V, U), � ϕ(εi) = ψ(εi), 1 ≤ i ≤ m,
�
ϕ = ψ;

(2)
x�S�?*

β1, β2, · · · , βm ∈ U , �P<=���� ϕ ∈ L(V, U), ��
ϕ(εi) = βi, 1 ≤ i ≤ m.

��
(1)
x�S

α ∈ V , α = Σm

i=1
aiεi, ϕ(α) = ϕ(Σm

i=1
aiεi) = Σm

i=1
aiϕ(εi) =

Σm

i=1
aiψ(εi) = ψ(Σm

i=1
aiεi) = ψ(α), �y ϕ = ψ.

(2)
?T

ϕ : V → U , Σm

i=1
aiεi 7→ Σm

i=1
aiβi.

���
ϕ ∈ L(V, U), � ϕ

$���
�6A� ϕ(εi) = βi.

M��<=�.��P ψ ∈ L(V, U), � ψ(εi) = βi, 1 ≤ i ≤ m,�
ϕ(εi) = ψ(εi), 1 ≤ i ≤ m. 9 (1) � ϕ = ψ. 2
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1 �F 1 ������� ϕ : V → U 9 V

*:*;<=>?6I�.��b�*�� Θ
$==��6

�6�������
� V, U

$(�
K
R����. ξ1, ξ2, · · · , ξm

$
V
*=`:.

η1, · · · , ηn

$
U
*=`:6�
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ϕ(ξ1) = a11η1 + a12η2 + · · ·+ a1nηn

ϕ(ξ2) = a21η1 + a22η2 + · · ·+ a2nηn

· · · · · ·

ϕ(ξm) = am1η1 + am2η2 + · · ·+ amnηn

(∗)

��R�y M

ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)









a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

· · · · · · · · · · · ·

a1n a2n · · · amn









�
ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)An×m. (∗)

O)
A
$<=>?*.¡M ϕ

P:
ξ1, ξ2, · · · , ξm � η1, · · · , ηn

b*��6
�

2 (1) (∗)
��¢£*YZ[,\]$�P U

).
ϕ(ξi)

P:
η1, η2, · · · , ηnb*¤¥$

A
*¦

i §6
(2)
P¨?:

ξ1, ξ2, · · · , ξm � η1, · · · , ηn

*©ªb.���� ϕ
<=�?

A ∈

Kn×m «¬ (∗)
�6l.x

A ∈ Kn×m, 9�F 1 �®.�P<= ϕ ∈ L(V, U) «
¬ (∗)
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1 � V,W
$(�

K
R��GH.ξ1 , ξ2, · · · , ξm$ V

*=`:.
η1 , · · · , ηn$

W
*=`:.°

Θ : L(V,W ) → Kn×m ϕ 7→ A,

O)
ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)A,

�
Θ
$
K- ��GH*IJ��6

�� 9± 2(2) �. Θ
$==��6b��� Θ

$����6
� Θ(ϕ) = A, Θ(ψ) = B.

�

(ϕ+ ψ)(ξi) = ϕ(ξi) + ψ(ξi)

= (ai1η1 + ai2η2 + · · ·+ ainηn) + (bi1η1 + · · · + binηn)
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= (η1, η2, · · · , ηn)









ai1 + bi1
ai2 + bi2

· · ·

ain + bin









.

�y
(ϕ+ ψ)(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)(A+B).

²
Θ(ϕ+ ψ) = A +B = Θ(ϕ) + Θ(ψ).

³

(aϕ)(ξi) = a(ϕ(ξi)) = a(ai1η1 + ai2η2 + · · · + ainηn) = (η1, η2 · · · , ηn)









aai1

aai2

· · ·

aain









,

�y
(aϕ)(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)aA.

�
Θ(aϕ) = aA = aΘ(ϕ).

v´.
Θ
$����6 2

µ¶
1 � V

$
m ·��GH. W

$
n ·��GH.� dimL(V,W ) = mn.

µ¶
2 � α

P:
ξ1, ξ2, · · · , ξm

b*¤¥$
X = (a1, a2, · · · , am)′,

�
ϕ(α)

P
:
η1, · · · , ηn

b*¤¥$
AX.

�� 9 α = (ξ1, ξ2, · · · , ξm)











a1

a2

...
am











, � ϕ(α) = (η1, η2, · · · , ηn)











b1
b2
...
bn











.
�

ϕ(α) = a1ϕ(ξ1) + · · ·+ amϕ(ξm) = (ϕ(ξ1), · · · , ϕ(ξm))







a1

...
am
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= (η1, · · · , ηn)A







a1

...
am






.
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b1
...
bn






= A







a1

...
am
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σ1
MIJ�� σ1 : V ∼= Km, α = Σm

i=1
aiξi 7−→











a1

a2

...
am











,
 

σ2
MI

J�� σ2 : U ∼= Kn, β = Σm

i=1
biηi 7−→











b1
b2
...
bn











,
 

A M���� A : Km →

Kn,











a1

a2

...
am











7−→ A











a1

a2

...
am
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σ2ϕ = Aσ1. �¸b§�½*¾f¿
-

?

-

?

V U

Km×1 Kn×1

ϕ

σ1 σ2

A

.

��xC�S*
α = Σm

i=1
aiξi = (ξ1, ξ2, · · · , ξm)











a1

a2

...
am











, Aσ1(α) = A











a1

a2

...
am











= A











a1

a2

...
am











, À=j�. σ2ϕ(α) = σ2((η1, η2, · · · , ηn)A











a1

a2

...
am











) = A











a1

a2

...
am











.
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�y σ2ϕ = Aσ1. 2,ÁÂ±SR�*UV?F�©ª$ZÂ¨? V
K
U
*=`:6Ã¨aI*

:�¸b�*¹º6
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3 � ξ1, ξ2, · · · , ξm
K

ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m

$
V
*:�

(ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m
) = (ξ1, ξ2, · · · , ξm)P.

� η1, η2, · · · , ηn

K
η′

1
, η′

2
, · · · , η′

n

$
W
*:�

(η′
1
, η′

2
, · · · , η′

n
) = (η1, η2, · · · , ηn)Q.

� ϕ ∈ L(V,W ),

ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)An×m,

ϕ(ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m
) = (η′

1
, η′

2
, · · · , η′

n
)Bn×m.

�
B = Q−1AP , � A

WXC
B.l.Ä

A,B ∈ Kn×m
$WX*.�

A,B
$I=V����PU`aI:b*��6

�� ÅM
ϕ(ξ′

1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m
) = ϕ(ξ1, · · · , ξm)P = (η1, · · · , ηn)AP = (η′

1
, · · · , η′

n
)Q−1AP,

�y B = Q−1AP .l.��P�Æ� P,Q, �� B = Q−1AP . � V
$

m ·��GH.
ξ1, ξ2, · · · , ξm

$
V
*=`:.

U
$

n ·��GH. η1, η2, · · · , ηn

$
U
*:6�

A
�?1=V

ϕ ∈ L(V, U) «¬
ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξm) = (η1, η2, · · · , ηn)A.

� ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m

$
V
*À=V:.«¬

(ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m
) = (ξ1, ξ2, · · · , ξm)P,

η′
1
, η′

2
, · · · , η′

n

$
U
*À=V:.«¬

(η′
1
, η′

2
, · · · , η′

n
) = (η1, η2, · · · , ηn)Q.
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�¸
ϕ(ξ′

1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

m
) = (η′

1
, η′

2
, · · · , η′

n
)B. 2

µ¶
3 � V

$
m ·��GH. U

$
n ·��GH. ϕ ∈ L(V, U).

��P V*:
ξ1, · · · , ξm

K
U
*:

η1, · · · , ηn ��
ϕ(ξ1, · · · , ξm) = (η1, · · · , ηn)

(

Ir 0
0 0

)

. 2

Ç6
n ·GH V

*��ef� n Èj�
¯É

1 � A,B
$UV

K−
'(.Ä�P K− GHIJ�� Θ : A → B �

«¬ Θ(αβ) = Θ(α)Θ(β),
�¡

Θ
$

K−
'(IJ6

¯�
4 � V

$(�
K
R

n ·GH. ξ1, ξ2, · · · , ξn
$

V
*=`:.°

Θ : L(V ) → Kn×n, ϕ 7→ A,

O)
ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)A.

�
Θ
$'(IJ6
�� 9R�?F� Θ

$��GH*IJ��6� ϕ, ψ ∈ L(V ), �
ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)A,

ψ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)B,

�
ψϕ(ξi) = ψ(ai1ξ1 + ai2ξ2 + · · ·+ ainξn)

= (ψ(ξ1), ψ(ξ2), · · · , ψ(ξn))









ai1

ai2

· · ·

ain









= (ξ1, ξ2, · · · , ξn)B









ai1

ai2

· · ·

ain









.

�y
ψϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)BA,
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�
Θ(ψϕ) = Θ(ψ)Θ(ϕ). �

µ¶
4 � V

$
n ·��GH.� dimL(V ) = n2.

µ¶
5
?F

4
)*

Θ «¬�
(1) Θ(idV ) = In;

(2) ϕ
$
V
*ÊIJ*YZ[,\]$ Θ(ϕ)

$�Æ��� Θ(ϕ−1) = Θ(ϕ)−1.

�
3
?F

1
K?F

4
*+,�PC^_ËÌ1Íi���� (��ef) ��

�*ÎÏ69Ð.Ñ_�yÒ��*¹º�Ó����*¹º.�yÒ����*¹º�Ó��*¹º6Ñ_�yÔ��*{E}~¢����*{EÕD�.m�Ô����*{E}~¢��*{EÕÖ×6
Ø

2 � V
$
n ·��GH. ϕ ∈ L(V ),

��P ψ, σ ∈ L(V ) �� ϕ = ψσ,
O

)
ψ2 = ψ, σ

$�Æef6
�� ¨

V
*:

ξ1, · · · , ξn,
�

ϕ(ξ1, · · · , ξn) = (ξ1, · · · , ξn)A,

A = P

(

Ir 0
0 0

)

Q = P

(

Ir 0
0 0

)

P−1PQ.
°

B = P

(

Ir 0
0 0

)

P−1 ,C = PQ.
�
B2 = B,C

$�Æ�.� A = BC.
°

ψ, σ ∈ L(V ) ��
ψ(ξ1, · · · , ξn) = (ξ1, · · · , ξn)B,

σ(ξ1, · · · , ξn) = (ξ1, · · · , ξn)C.

Å
A = BC, 9IJxQ.¸ ϕ = ψσ, ψ2 = ψ, σ

$�Æef6 �

Ù6��*Wd
¯�

5 � ξ1, ξ2, · · · , ξn
K

ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

n

$
V
*U`:�

(ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

n
) = (ξ1, · · · , ξn)P.

� ϕ ∈ L(V ), �
ϕ(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)A,
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ϕ(ξ′
1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

n
) = (ξ′

1
, ξ′

2
, · · · , ξ′

n
)B,

�
B = P−1AP .l.� A,B ∈ Kn×n, B = P−1AP ,

�
A,B

$I=V��efPaI:b*��6
�� Úd?F

3
*��6

2

¯É
2 � A,B ∈ Kn×n.

Ä�P�Æ� P ∈ Kn×n �� B = P−1AP ,
�¡

A

� B
Wd. M A ≈ B.

�
4
?F

5 Û�UVÈ��Wd*YZ[,\]$�Ü_$=V n ·GHR
I=V��efPaI:b*��6

ÝÞ
1
Wdhi$&ghi.�

(1) A ≈ A;

(2)
Ä

A ≈ B,
�

B ≈ A;

(3)
Ä

A ≈ B, B ≈ C
Wd.�

A ≈ C.
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